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Introduction 

Cet article fait suite à [Wl]. Rappelons les définitions des principaux objets. Soit F un 
corps local non archimédien de caractéristique nulle. Soit (V, qv) un espace quadratique, 
c'est-à-dire que V est un espace vectoriel de dimension finie sur F et qv est une forme 
quadratique non dégénérée sur V . Soit {W^ qw) un autre espace quadratique. On suppose 
que l'on a une décomposition orthogonale V = W ® Dq® Z , oh Dq est une droite et Z est 
muni d'une base {f^; i = ±1, ±r} telle que qv{vi, Vj) = ôi^^j pour tous On note G 
et H les groupes spéciaux orthogonaux de V et W. Le groupe H se plonge naturellement 
dans G. Introduisons le sous-groupe parabolique de G formé des éléments qui conservent 
le drapeau 

FVr C FVr © FVr-1 C .... C FVr © ... © Fvi- 

Notons U son radical unipotent. Fixons un élément non nul Vq G Dq et un caractère 
continu non trivial ip de F. On définit un caractère ^ de U{F) par l'égalité 

^(m) = ^( ^ qviuvi,v_,_i)). 

i=0,...,r-l 

Soient tt, resp. p, une représentation admissible irréductible de G{F), resp. H (F), dans 
un espace complexe E"^, resp. Ep. On note HoniH^^i'ïï', p) l'espace des applications linéaires 
if : ^ Ep telles que 

^p{'K{hu)e) = i{u)p{h)^{e) 

pour tous u G U{F), h G H{F), e G Ej,. On note m{p,n) la dimension de cet espace. 
D'après [AGRS] théorème 1' et [GGP] corollaire 20.4, ce nombre vaut ou 1. Il est 
indépendant des divers choix effectués. 

Supposons G et H quasi-déployés sur F et affectons les notations d'un indice i : Vi, 
Gi etc.. Supposons pour cette introduction dim{Wi) > 3. A équivalence près, il y a un 
unique espace quadratique que nous notons (V"a,gy„) tel que dirniVa) = dimiVi), que les 
discriminants de gy. et gy^ soient égaux mais leurs indices de Witt soient distincts. On 
introduit de même un espace quadratique (Wa, qwa)- Le couple (V^, Wa) vérifie les mêmes 
propriétés que ci-dessus. Les groupes spéciaux orthogonaux Ga, resp. Ha, de Va, resp. 
Wa, sont des formes intérieures de Gi, resp. Hi. On note Temp{Gi), TempiGa) etc.. 
les ensembles de représentations tempérées et irréductibles de Gi{F), Ga{F) etc.. On 



admet que ces ensembles sont unions disjointes de L-paquets vérifiant certaines propriétés 
encore conjecturales. Précisément on admet les propriétés (1), (2) et (3) de [Wl] 13.2. 
Soient Hj, resp. Ej, un L-paquct dans Temp{Gi), rcsp. Temp{Hi). Il peut correspondre 
à Ilj un L-paquet dans Temp{Ga), que l'on note Ha- Ou bien il n'y a pas de tel L-paquet 
et on pose lia = 0- On définit de même S^. La multiplicité m(p, tt) est bien définie pour 

tout (p, tt) g (e, X n,) u (s„ X n^). 

Théorème. Sous ces hypothèses, il existe un unique couple (p, tt) G (Sj x Ilj) U (S^ x Hq) 
tel que m{p, tt) — 1. 

C'est une partie de la conjecture 6.9 de [GP]. Ce théorème résulte aisément d'une 
formule qui calcule m{p, tt) comme une somme d'intégrales de fonctions qui se déduisent 
des caractères de p et tt. Plus précisément, revenons aux notations sans indices du début 
de cette introduction. Soient tt et p des représentations admissibles irréductibles de G{F) 
et H (F). On introduit une expression mgeom{p, ti") pour la définition de laquelle on renvoie 
à l'introduction de [Wl]. 

Théorème. Supposons tt et p tempérées et irréductibles. Alors on a l'égalité m{p, tt) — 

mgeom{P,T^)- 

Dans [Wl], on avait démontré cette égalité sous les hypothèses que tt était cuspidale 
et p admissible. Ici, on élargit l'hypothèse sur tt qui n'est plus que tempérée. Par contre, 
on impose une hypothèse plus forte à p qui est elle-aussi tempérée. Comme dans [Wl] , le 
second théorème implique le premier. Evidemment, dans [Wl], l'hypothèse de cuspidalité 
présente dans le second théorème se retrouvait dans le premier. C'est cette hypothèse 
que nous faisons disparaître dans le présent article. 

Décrivons l'idée principale de la preuve du second théorème. Rappelons que, pour 
une fonction / G C^{G{F)), on dit que / est très cuspidale si et seulement si, pour tout 
sous-groupe parabolique propre P — MU de G (avec une notation familière) et pour 
tout m G M [F), on a l'égalité 



Soient p G Temp{H) et / une fonction très cuspidale sur G {F). On note ôp le caractère 
de p. Pour tout G N, on introduit une fonction kn sur G{F) qui est la fonction 
caractéristique de l'image réciproque d'un sous-ensemble compact de H{F)U{F)\G{F) 
qui est de plus en plus grand quand tend vers l'infini. Posons 



On montre que, quand tend vers l'infini, cette expression a une limite. En fait, et 
c'est cela qui est fructueux, il y a deux façons de calculer la limite. L'une, que l'on peut 
qualifier de géométrique, a été développée en [Wl], et conduit à une égalité 



où le membre de droite est une somme d'intégrales sur certains sous-tores de H {F). 
Dans le présent article, on calcule la limite d'une autre façon, que l'on peut qualifier de 





limN^oolN{Op, f) — Igeom{(^p, f), 
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spectrale. On obtient une égalité (cf. théorème 6.1) : 

limN-^oolN{dp, f) — Ispeci^p, f), 

011 

LeC{Mmin) Oe{UM{L)};m{0,p)=l 

: a^,^]-^t(7r)-i / J^{n,,f)dX. 

Tous les termes de cette formule seront définis dans l'article. Disons simplement ici que, 
dans le cas où L = G, les objets O sont simplement les représentations irréductibles 
tempérées et elliptiques de G{F) et, si l'on pose plus simplement vr = (9, la condition 
m{0, p) = l n'est autre que m(p, tt) = 1 tandis que Jci'^, f) = (^irif)- Pour L quelconque, 
J^Ittx, f) est la valeur sur / du caractère pondéré associé à tt^. 
On a donc l'égalité 

qui, bien sûr, rappelle fortement la formule des traces locale d'Arthur. De fait, la preuve 
reprend très largement celle de [A3]. Dans les deux membres de la formule apparaissent 
des distributions qui ne sont pas invariantes : intégrales orbitales pondérées et caractères 
pondérés. Le procédé mis au point par Arthur, apphqué en particulier dans [A5] à la 
formule des traces locale, permet de transformer la formule ci-dessus en une autre oià 
n'apparaissent que des distributions invariantes. Le terme de droite de cette formule 
continue de distinguer les représentations vr de G{F) telles que m{p,T:) — 1. Le second 
théorème résulte facilement de cette formule "invariante". 

Expliquons encore deux points. Dans la formule non invariante, la fonction / est sup- 
posée très cuspidale, ce qui est assez restrictif. Cela parce que nous ne savons pas calculer 
la limite de In{Op, f) pour une fonction qui ne vérifie pas cette hypothèse (le résultat 
rend d'ailleurs douteuse la possibilité d'étendre nos calculs à des fonctions ne vérifiant 
pas cette hypothèse). Mais, une fois la formule rendue invariante, on peut supposer / 
seulement cuspidale (c'est-à-dire les intégrales orbitales J'-^{x,f) sont nulles pour tout 
élément x G G (F) qui est semi-simple, fortement régulier et non elliptique). Cela résulte 
du lemme suivant (lemme 2.7). 

Lemme. Soit f G C^{G{F)) une fonction cuspidale. Alors il existe une fonction très 
cuspidale f e C~(G(F)) telle que D{f) = D{f') pour toute distribution D sur G{F) 
invariante par conjugaison. 



Cet affaiblissement de la condition sur / est nécessaire pour achever la preuve (on 
prend pour / un pseudo-coefficient d'une représentation tempérée et elliptique). 

Le deuxième point est l'apparition de la condition m(p, tt) = 1 dans le terme Ispec{dp^ /)• 
Fixons ici une représentation tt G TempiG). L'espace Homn^^i'n', p) dont m{p,n) est 
la dimension est défini de façon abstraite. Il ne peut pas intervenir directement dans 
hpec{(^p, f) qui est une intégrale explicite. Ce qui intervient dans ce terme, c'est la forme 
sesquilinéaire Ct^^p sur Ep 00 définie par 

>C7r,p(e' ® e', e e) = / {p{h)e\e){e\Tï{hu)e)^{u)dudh, 
Jh{f)u{f) 
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pour e, e' G Ep et e, e' G E'^r (les produits (.,) sont des produits hermitiens invariants 
sur Ep et Et^). L'intégrale ci-dessus n'est pas absolument convergente, mais on peut la 
définir comme une limite d'intégrales absolument convergentes, cf. 5.1. Négligeons cette 
question de convergence. Fixons e et e'. Définissons une application l : E^^ Ep par 
l'égalité (e',/(e)) = C„^p{e' ® e', e e) pour tous e' E Ep et e E E^,. On vérifie que 
l e ifomjï,ç(vr, p). Si C-^^p n'est pas nulle, cet espace HomH,£^{T^ , p) ne l'est pas non plus 
et m(p, tt) = 1. On a besoin de la réciproque, qui s'avère vraie. 

Proposition. Soient n G Temp{G) et p E Temp{H). Alors m{p, n) — 1 si et seulement 
si la forme sesquilinéaire Cj^^p est non nulle. 

Cf. proposition 5.7. Signalons que cette façon concrète de construire l'espace HomH,^{'n', p) 
se trouve déjà dans l'article [II] de Ikeda et Ichino. 

La première section est consacrée aux notations et à des rappels sur les operateurs 
d'entrelacement et la formule de Plancherel. La deuxième l'est aux propriétés des fonc- 
tions cuspidales ou très cuspidales et aux quasi-caractères qu'elles permettent de définir. 
Les sections 3 et 4 sont franchement pénibles. On y démontre diverses majorations 
nécessaires pour la suite (pour le groupe GL^ dans la section 3, pour un groupe spécial 
orthogonal dans la section 4). On s'inspire ici plus que largement des travaux d'Harish- 
Chandra. Signalons à ce propos que l'on fait constamment référence à l'article [W2]. 
Mais l'apparence est trompeuse puisque dans [W2], on s'était contenté de rédiger des 
résultats non publiés d'Harish-Chandra. D'autre part, dans [W2], on avait cru judicieux 
de modifier la définition de l'homomorphisme habituel Hq en y glissant un signe — . On 
persiste à penser que, sur un corps de base p-adique, c'est une meilleure définition. Mais, 
pour utiliser les résultats d'Arthur, il vaut mieux reprendre ses définitions. C'est ce que 
l'on fait, mais cela induit des changements de signe dans les références que l'on fera à 
[W2] : cela échange une chambre positive avec son opposée. La section 5 est consacrée 
à la définition et l'étude des formes sesquilinéaires £^ p évoquées ci-dessus. La preuve 
de l'égalité lirriN^oolNidp, f) = Isped^p, f) se trouve dans la section 6. Il s'agit pour 
l'essentiel de recopier [A3]. On en déduit dans la section 7 les deux théorèmes énoncés 
ci- dessus. 



1 Notations et rappels 

1.1 Notations générales 

On utilise les notations introduites dans [Wl], qui sont la plupart du temps celles 
d'Arthur et d'Harish-Chandra. Soit F un corps local non archimédien de caractéristique 
nulle. On note Of son anneau d'entiers, pp l'idéal maximal de Op, Q le nombre d'éléments 
du corps résiduel, valp et \.\f les valuation et valeur absolue usuelles et on fixe une 
uniformisante zup. Soit G un groupe réductif connexe défini sur F. On note g l'algèbre 
de Lie de G. On note Aq le plus grand tore déployé central dans G, X{G) le groupe 
des caractères de G définis sur F, Ag = Hom{X{G),M.) et Aq = X{G) ®z le dual de 
Ag- On définit l'homomorphisme habituel Hg '■ G{F) — > Ag- On note Ag,f, resp. Ag,f-i 
l'image de G{F), resp. Ag{F), par cet homomorphisme. On note Aq f^ resp. Aq p, le 
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sous-groupe des A G Aq tels que X{() G 27rZ pour tout ( G Ag,f, resp. ( G ^g,f- On 
note aa la dimension de .4g- 

Soit K un sous-groupe compact spécial de G (F). Soit P = MU un sous-groupe 
parabolique de G. Rappelons nos conventions : P est implicitement supposé défini sur 
F et la notation P = MU signifie que M est une composante de Lévi de P, définie 
sur F, et U est le radical unipotent de P. Supposons que K soit en bonne position 
relativement à M. Précisément, il existe un sous-tore déployé maximal Aq de M tel que 
K fixe un point de l'appartement associé à Aq dans l'immeuble de G. On a l'égalité 
G{F) = M{F)U{F)K. Pour tout g G G{F), on fixe des éléments mp{g) G M(F), 
Up{g) G U{F), kp{g) G K tels que g = mp{g)up{g)kp{g). On prolonge l'application 
Hm ■ M(F) Am en une fonction Hp : G{F) Am par Hp{g) = HM{mp{g)). 

Supposons fixé un Lévi minimal M^in de G. On pose — N ormG{F){Mmin) /Mjnin{F). 

On note S*^ la fonction d'Harish-Chandra ([W2] II. 1). Elle dépend de K. Mais elle ne 
nous sert qu'à résoudre des questions de majorations. Or changer de groupe K remplace 
S"^ par une fonction équivalente. Il est donc loisible d'utiliser cette fonction sans préciser 
le groupe K qui permet de la définir. On utilise aussi la fonction a. Rappelons que, 
dans [Wl], on a légèrement modifié la définition d'Harish-Chandra en posant a{g) — 
sup{l,log{\\g\\)). On a la relation (j{gg') < (T{g) -\- (7{g') < 2a{g)a{g') pour tous g, g' G 
G{F). Pour tout réel 6 > 0, on note 1ct<{,, resp. lo->b, la fonction caractéristique de 
l'ensemble des g G G{F) tels que a{g) < b, resp. a{g) > h. 

Quand deux nombres réels positifs ou nuls a et 6 dépendent d'un certain nombre de 
variables xi, x„, on dit que a est essentiellement majoré par 6, ce que l'on note a « b, 
s'il existe un réel c > tel que a < cb pour tous xi, ...,Xn- Cette notation est quelque 
peu imprécise mais nous évite d'introduire une kyrielle de constantes superflues. 

On introduit l'espace S{G{F)) des fonctions de Schwartz-Harish-Chandra sur G{F). 
C'est l'ensemble des fonctions / : G{F) — > C qui sont biinvariantes par un sous-groupe 
ouvert compact et telles que, pour tout réel i? > 0, on ait une majoration 

\f{g)\«E^{g)a{g)-'' 

pour tout g G G{F). L'espace S{G{F)) contient l'espace C^{G{F)) des fonctions loca- 
lement constantes à support compact. 

Soit TT une représentation admissible de G{F). On note sans plus de commentaire E-j^ 
un espace complexe dans lequel elle se réalise. Si K est un sous-groupe de G{F), on note 
le sous-espace des éléments de invariants par K. Supposons tt unitaire. On fixe 
une forme hermitienne définie positive (., .) sur invariante par l'action de G{F). On 
appelle une telle forme un produit scalaire invariant. Précisons notre convention sur les 
formes sesquilinéaires : la forme (., .) vérifie la relation (A'e', Ae) = A'A(e',e) pour tous 
A, A' G C, e, e' G E^,.. Nous dirons que tt est tempérée si elle est unitaire, de longueur 
finie, et qu'il existe un entier D tel que, pour tous e, e' G E^^, on ait une majoration 

\{e',7:{g)e)\«E^{g)a{g)^. 

En fait, l'entier D ne sert à rien : on peut prendre D — 0, cf. [W2] lemme VI. 2. 2. 
Supposons G{F) muni d'une mesure de Haar. Si tt est tempérée, l'action de C^{G{F)) 
dans Ej, se prolonge en une action de S{G{F)). Pour / G S{G{F)) et e, e' G E^^, on a 
l'égalité 

(e',7r(/)e)= / f{g){e',n{g)e)dg. 
Jg{f) 
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Cette intégrale est absolument convergente. On note Temp{G) l'ensemble des classes 
d'équivalence de représentations tempérées irréductibles de G{F). 

On fixe un caractère -0 : F — > C^, continu et non trivial. On note le plus petit 
entier relatif c tel que ip soit trivial sur pp. 



1.2 Mesures 

Dans la suite de l'article, la situation sera la suivante. Le groupe G est fixé, ainsi 
qu'un Lévi minimal Mmin de G et un sous-groupe compact spécial K de G{F), en bonne 
position relativement à Mj^i^. 

On munit K de la mesure de Haar de masse totale 1. On munit G {F) d'une mesure 
de Haar (pour laquelle mes{K) n'est pas forcément égale à 1). Soit P = MU G J-'{Mmin) 
(les notations J^(L), V{L), C{L) sont celles d'Arthur, cf. [Wl] 1.1). On munit U{F) de 
l'unique mesure de Haar telle que 

ôp{mp{u))du — 1, 

U{F) 

OÙ P — MÛ est le parabolique opposé k P et 5p est le module usuel. On munit M{F) 
de l'unique mesure de Haar telle que, pour toute / G G^{G{F)), on ait l'égalité 



f{g)dg= / / / f{muk)dmdudk. 

G{F) JK JU{F) J M{F) 

Le point est que cette mesure sur M{F) ne dépend pas du sous-groupe parabolique 
P e V{M) utilisé pour la définir ([A3] 1.2). 

On munit l'espace iA*M C A*m ®ir C de la mesure de Haar telle que le quotient 
ïAm/ïAmp soit de mesure 1. On pose iA%j p = iAM/iAX^p et on le munit de la mesure 
telle que l'application naturelle de iA\^ dans iA\^ p préserve localement les mesures. 

Soit T un tore. Si T est déployé, on munit T(F) de la mesure de Haar telle que le 
sous-groupe compact maximal de T{F) soit de mesure 1. En général, on munit At{F) 
de la mesure que l'on vient de définir et T{F) de la mesure telle que T(F)/At{F) soit 
de mesure 1 pour la mesure quotient. 

Remcirques. 1. Dans le cas où Mj^m est un tore, les définitions précédentes peuvent 
entrer en conflit. On croit qu'en pratique, il n'y aura pas d'ambigiiité. 

2. Dans les sections 3, 4 et 5, on se préoccupera de questions de convergence pour 
lesquelles les choix de mesures sont sans importance. On ne tiendra pas compte des 
normalisations ci-dessus. On supposera au contraire que les mesures sont choisies de 
telle sorte que toutes les constantes qui apparaissent à cause d'elles dans les calculs 
soient égales à 1. 



1.3 Représentations induites, opérateurs d'entrelacement 

Soit P — MU un sous-groupe parabolique de G et r une représentation admissible 
de M (F). On définit la représentation induite Indp{r). On note Ep^ son espace. C'est 
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celui des fonctions e : G{F) — > Ej- qui sont invariantes à droite par un sous-groupe ouvert 
compact de G (F) et vérifient 

e{mug) = ôp{my^'^T{m)e{g) 

pour tous m E M{F), u G U{F) et g E G{F). Pour g G G{F), ou / G C^{G{F)), on note 
Indp{T, g), ou Indp^r, /), l'action de g, ou /, dans Ep^. Pour A G .4.^(8)]rC, on définit la 
représentation t\ de M{F) par rA(m) = exp{\{H M{Tn)))T{m) et la représentation induite 
Indp{Tx). Remarquons que ces représentations ne dépendent que de l'image de A dans 
{A*M®mC) /lA^M^p. Supposons M^j„ C M. Notons /Cp,^ l'espace des fonctions e : K ^ E^- 
qui sont invariantes à droite par un sous-groupe ouvert compact de K et vérifient la même 
relation que ci-dessus, pour m E K H M (F), u E K H U{F) et g E K. Par restriction 
à K, Ep,^^ s'identifie à /Cp^, ce dernier espace est donc un modèle commun à toutes 
les représentations Indp{Tx). Supposons r unitaire. On définit un produit hermitien sur 
A^p,r par 

(e',e) = / {e'{k),e{k))dk. 

C'est un produit scalaire invariant pour la représentation Indp{Tx) pour tout A G iA*j^ p. 

Laissons M fixé mais faisons varier P parmi les éléments de V{M). Pour P — 
MU, P' = MU' E V{M) et A G Or C, on définit l'opérateur d'entrelacement 

Jp'\pirx) : -Ep,^^ ^P',Tx 
Quand la partie réelle de A est dans un certain cône, il est défini par la formule 

{Jp'\p{Tx)e){g) = / e{ug)du. 

J{U{F)nU'{F))\U'{F) 

En général, il est défini par prolongement méromorphe ( il est même rationnel, si l'on 
considère {A*j^ <8)m C)/iA^ p comme un tore algébrique complexe). Par restriction à K, 
on peut considérer Jpi\p{rx) comme un homomorphisme de /Cp^ dans /Cp, ^. C'est ce 
point de vue que l'on adopte dans la suite. 

Supposons r irréductible. L'opérateur Jp^p{tx)Jp\p{tx) est une homothétie. Notons 
j{Tx) le rapport d'homothétie. Il ne dépend pas de P. On peut normaliser l'opérateur 
d'entrelacement. On introduit une fonction rp/|p(T;^) à valeurs complexes, qui est méromorphe 
et même rationnelle, de sorte qu'en posant 

Rp'\p{tx) ^rpi\p{Tx)'^Jp'\p{Tx), 

cet opérateur vérifie les conditions du théorème 2.1 de [A4]. Les principales conditions 
sont 

- pour P, P', P" E V{M), Rp"\p'{tx)Rp'ip{tx) = Rp"\p{tx) ; 

- supposons r tempérée ; pour A G iA\j pi Rp'\p{tx) est holomorphe et son adjoint 
pour le produit scalaire est Rp\pi{rx). 

La définition des opérateurs normalises s'étend au cas oii r est semi-simple. En par- 
ticulier, soit P^ — MqU^ un sous-groupe parabolique de M tel que Mmin C Mq, soit 
To une représentation tempérée irréductible de Mo{F), supposons que r = IndpM{To). 
Pour P = MU G P(M), introduisons le groupe Pq = P^U G P(Mo). L'espace /Cg^ 
s'identifie à IC$^^^^. Pour P, P' G V{M) et A G iA*M^p, l'opérateur Rp'\p{rx) s'identifie à 
Rp^\Poi^o,x)- 
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1.4 Caractères pondérés 

On conserve les données M et r du paragraphe précédent. On suppose que r est 
tempérée, donc semi-simple d'après la définition que l'on a adoptée. Pour tous P, P' G 
V{M), l'opérateur Rpi\p{t) est bien défini et inversible. Plus généralement, pour tout 
A G iA\j, l'opérateur Rpi\p{Tx) est bien défini et inversible. Fixons P. Pour tout P' G 
P(M), considérons la fonction TZp/{t) sur iA^ définie par 

7^p,(T, A) = Rp,\p(T)-^Rp,\p(Tx). 

Elle prend ses valeurs dans l'espace d'endomorphismes de /Cp,.. La famille {TZp'{t))p'çp(^m) 
est une (G, M) -famille à valeurs opérateurs ([Al] paragraphe 7). Cela entraîne que la 
fonction 

A^ J2 np,{T,X)6p\X)-^ 

p'eV(M) 

sur iA\j est C°° (la fonction 9pi est définie en [Al] p. 15). On note 7^m(t) la valeur de 
cette fonction en A = 0. C'est un endomorphisme de /Cp,r- Plus généralement, soient 
M G £(M) et g = LC/ G T{M). On définit une (L, M)-famille {Ti^pA'r))pL^pL^M) de 
la façon suivante : 7^^^(r) est la restriction à iA*^^ de la fonction TZp>{t), où P' est un 

élément quelconque de V{M) tel que P' <Z Q et P' H L <Z P^. Comme ci-dessus, on 
associe à cette (L, M)-famille un opérateur TZ^{t). 

Le caractère pondéré de la représentation r est la distribution / i— > Jm{'^7 /) définie 

par 

J^(r, /) = trace{nM{T)In<fp{f)) 

pour toute / G C'^{G{F)). Cette distribution est définie à l'aide du sous-groupe para- 
bolique P que nous avons fixé, mais on montre qu'elle ne dépend pas de ce choix. Plus 
généralement, pour M et Q comme ci-dessus, on définit une distribution / i— > J'^{t, /). 

Dans le cas oii M = G, on pose simplement ^r(/) — Jai'^^ /)■ La distribution / i— > 
Or{f) est le caractère usuel de r. 

1.5 Le i?-groupe 

Soient M un Lcvi de G et r une représentation admissible de M (F). Soit g G G{F). 
On définit la représentation gr de gM{F)g~^ par {gr){gmg~^) = T{m). Son espace Eg^ 
est égal h. Et-. Sa classe d'isomorphie ne dépend que de l'image de g dans l'ensemble 
de classes G{F)/M{F). La conjugaison par g induit un isomorphisme de A^^ 0r C sur 
Agj^g^i (8>mC que l'on note A h- > g\. On a l'égalité g{Tx) = {gT)gx pour tout A G A\fÇ^M.C. 

Supposons Mmin C M et r irréductible et de la série discrète. Notons N ormG(F){T) le 
sous-groupe des g G NormG{F){M) tels que gr ~ r. Posons W{t) = NormG{F){T) / M (F) . 
Simplifions la théorie en supposant vérifiées les conditions suivantes : 

- la représentation r se prolonge en une représentation de NormG{F){T) ] 

- l'homomorphisme naturel àe K r\ NormG(F){T) dans W{r) admet une section i qui 
est un homomorphisme de groupes. 

Fixons et t. Pour simplifier la notation, on identifie tout élément w de W{t) à 
son image l{w). Remarquons que est nécessairement unitaire. Pour P G V{M) et 
w G VF(r), on définit un homomorphisme 

Ap{w) : IC^-ipyj^yj-ir ^P,r 
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par {Ap{w)e){k) = {w)e{w ^k). Pour A G iA^^Fj définit un endomomorphisme 
Rp{w,Tx) de fCp^ par 

RP{W,TX) = Ap{w)R^-lpyjlp{Tx) = Rp\wPw-^{{WT)yjx)AyjPyj-l{w). 

C'est un opérateur unitaire. On a la relation d'entrelacement 

Ind${{wT)y,x,g)Rp{w,Tx) = Rp{w,Tx)Indp{Tx,g) 
et la relation de composition 

Rp{wiW2, Tx) = Rp{wi,Tw^x)Rp{w2A)- 

Apppliquons ceci pour A = 0. Notons W'{t) le sous-groupe des w G W{t) tels que 
Rp{w,t) soit une homothétie. C'est le groupe de Weyl d'un système de racines S' dont 
tout élément est proportionnel à une racine de Am dans q. Ce système est conservé par 
l'action de W{t). Fixons un sous-ensemble E'+ de racines positives et notons R{t) le 
sous-groupe des éléments de W{t) qui conservent E'+. On a la décomposition W{t) — 
W'{t) X R{t). L'application w i— > Rp{w, r) se prolonge en un isomorphisme de l'algèbre 
de groupe C[-R(r)] sur l'algèbre commutante de la représentation Indp{T). Ces propriétés 
forment la théorie du iî-groupe, qui est due à Silberger dans le cas p-adique. 

Simplifions encore en supposant le groupe R{r) abélien. On note -R(t)^ le groupe 
dual de R{t). Pour tout caractère ( G Ri'T'Y , notons JCp^^ le sous-espace des éléments 
e G )Cp^ tels que Rp{w,T)e = Ci"^)^ pour tout tv G R{t)- Alors /Cp^T-^^ est stable par 
la représentation Ind'f{r). Notons Indp{T,() la restriction de Indp{T) à ce sous-espace. 
Alors Indp{T, () est irréductible, sa classe ne dépend pas de P et Indp{T, Q est isomorphe 
à Indp{T, C) si et seulement si C = C'- 

Soit TT une représentation admissible de G{F). On dit qu'elle est proprement induite 
s'il existe un élément Q = LU G T{M„nn) et une représentation admissible irréductible 
a de L{F) tels que Q 7^ G et vr ~ Indgi^a). Soit tt G Temp{G). Nous dirons que tt est 
elliptique si elle n'est pas proprement induite. Revenons à la situation précédente. Notons 
W{M) = NormG(F){M)/M{F) et W{M)reg le sous-ensemble des éléments de W{M) qui 
opèrent sans points fixes non nuls sur Am/Aq- Une représentation Indp{T, Q comme ci- 
dessus est elliptique si et seulement si R{r)nW {M)reg 7^ 0- Si cette condition est vérifiée, 
on a W'{t) = {!}. Inversement, pour toute représentation elliptique vr G Temp{G), il 
existe M, r et ^ vérifiant toutes les conditions ci-dessus de sorte que tt ~ Indp{T, Q. La 
classe de conjugaison par du triplet (M, r, () est bien déterminée. 

1.6 La formule de Plancherel-Harish-Chandra 

Pour tout M G jC(Mmin), fixons un élément P G V(M). Notons U2(M) l'ensemble 
des classes d'isomorphie de représentations irréductibles et de la série discrète de M (F). 
Cet ensemble se décompose en orbites pour l'action r 1— de iA\j p. Notons {n2(M)} 
l'ensemble des orbites. Pour chaque orbite O, fixons un élément r de cette orbite. Notons 
iA^ le groupe des A G iA*M tels que les représentations r et tx soient équivalentes. Pour 
tout A G iA*M, on définit la mesure de Plancherel 

mirx) = j{Tx)~^d{T), 
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où ^(t) est le degré formel de r. Soit / G S{G{F)). La formule de Plancherel-Harish- 
Chandra affirme l'égalité 

f{g)= Yl iW^'WW^r' E 

MGC{Mrai„) oe{n2{M)} 

/ m{Tx)trace{Ind${Tx, g'^)Ind${Tx, f))d\ 

pour tout g G G{F). Seules interviennent de façon non nulle les orbites O pour lesquelles 
une représentation Ind'f{Tx) admet des vecteurs non nuls invariants par un sous-groupe 
ouvert compact de G{F) tel que / soit biinvariante par ce sous-groupe. Ces orbites 
sont en nombre fini. La formule ci-dessus est démontrée dans [W2] théorème VIILl.l. 
Dans cette référence, il y a quelques constantes supplémentaires dues aux normalisations 
différentes des mesures. Arthur a introduit les normalisations que nous utilisons et qui 
font disparaître ces constantes. 

Nous aurons aussi besoin d'une autre formule. Fixons P = MU G T{Mmin) et une 
représentation admissible irréductible r de M [F], de la série discrète. Soient e, e' G /Cp^ 
et (/? une fonction C°° sur iA\j^p. Définissons une fonction fe,e',tp sur G{F) par 

f{g) = f ifiX){Ind${Tx,g)e',e)miTx)dX. 

Cette fonction appartient kS{G{F)). Identifions tout élément de W{M) à un représentant 
dans K fl NormG{F){M). Notons S{t) l'ensemble des couples {w,fi) G W{M) x iA%j p 
tels que w~^t ~ r^. Pour {w,ii) G S{t), fixons un automorphisme unitaire t{w,ij,) de 
)Cp.j. tel que 

T{w,fi)Tf,{m) = {w~^T){m)T{w,ix) 
pour tout m G M (F). Définissons rhomomorphisme A{w,n) : f^^^-ipyj^- P^'^ 

{A{w,n)e){g) = t{w, ij)e{w~'^g). 

Pour A G iA\j pi définissons l'endomorphisme A) de /Cp,^ par 

R{w, II, A) = A{w, ij)Rw-^pw\p{t\+h)- 

Il vérifie la relation d'entrelacement 

R{w, 11, X)Ind${Tx+i,, g) = Ind${Ty,x, g)R{w, ii, A). 

Posons simplement R{w, n) — R{w, n, 0). Soient Cq, Cq G /Cp,^. Alors on a l'égalité 

fe,e'Ag)(eQ,Indp(T,g)eo)dg = ^ ip(ii)(R(w, ii)e' , eo)(eo, R(w, ii)e). 

(u),/i)ef(T) 

C'est une autre façon d'écrire la proposition VII. 2 de [W2]. Ici encore, les constantes 
disparaissent grâce aux normalisations d'Arthur. 

L'ensemble S{r) est fini, on peut donc choisir un voisinage uj de dans iA*^ p tel 
que {w,ii) G £{t) et ii & lu entraînent = 0. Evidemment l'application w >—>■ (w,0) est 
un isomorphisme de W{t) sur le sous-ensemble des éléments de £{t) de la forme (w, 0). 
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Supposons valides les hypothèses du paragraphe précédent. Pour w G W{t), l'opérateur 
R{w,0) est égal au Rp{w,t) du paragraphe précédent (du moins, on peut effectuer les 
divers choix de sorte qu'il en soit ainsi). Pour w G W'{t), c'est une homothétie dont le 
rapport est de module 1 par un argument d'unitarité. Seuls les éléments du i?-groupe 
interviennent de façon non triviale dans la somme ci-dessus. On obtient alors 
(1) supposons le support de ip contenu dans eu ; alors on a l'égalité 




2 Fonctions très cuspidales 

2.1 Un lemme d'annulation 

Soit vr une représentation admissible de G{F). Introduisons sa contragrédiente tt. 
Soient B une forme bilinéaire sur Ej^ x E^^ et f & C^{G{F)). Fixons un sous-groupe 
ouvert compact Kf de G{F) tel que / soit biinvariantc par Kf. Fixons une base B^-f du 
sous-espace e!^^ et introduisons la base duale {é; e G B^^ } de E^^ . Posons 

traœsinif))^ J2 B{è,n{f)e). 

On vérifie que ce terme ne dépend ni du choix de Kf, ni de celui de la base. Remar- 
quons que la trace usuelle 0„{f)) s'obtient comme cas particulier en prenant pour B 
l'accouplement naturel sur E^^ x Et^. On note < ., . > cet accouplement. 

Soient P — MU G T{Mmin) et r une représentation admissible de M (F). Soient 
B une forme bihnéaire sur Ep ~ x Ep.^ et f E C^{G{F)). On impose les hypothèses 
suivantes 

(2) / est très cuspidale (cf. [Wl] 5.1) ; 

(3) soient e G Ep^ et e' G Ep~ tels que e'{g) (g) e{g) — pour tout g G G{F) ; alors 
5(e',e)=0. 

Remcirque. e'{g) e{g) est un élément de Ef (g)c E^. 
Lemme. Sous ces hypothèses, on a traceB{Indp{r, /)) = 0. 

Preuve. On fixe un sous-groupe ouvert compact Kf de K tel que / soit biinva- 
riantc par Kf. Fixons un ensemble de représentants F de l'ensemble de doubles classes 
P{F)\G{F)/Kf. On peut choisir une base B^f de {E^^^)^f telle que, pour tout e G B^f, 
il existe 7 G F de sorte que le support de e soit contenu dans P{F)jKf. L'élément 
correspondant è de la base duale vérifie la même propriété, avec le même 7. Pour tout 
e G B^f , on a 

Ind${Tj)e^ J2 <é'jnd${rj)e>e\ 

d'où 

traceB{Indp{T, f)) = ^ B{è,e') < è\Ind%{T, f)e > . 
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Fixons e,e' G B^f. Il suffit de prouver que le terme indexé par e, e' dans cette somme 
est nul. Soient 7,7' G F tels que le support de e, resp. e', soit contenu dans P{F)^Kf, 
resp. P{F)iKf. Si 7 7^ 7', on a é{g) (g) e'(g') = pour tout g G donc B{è, e') = 0. 

Supposons 7 = 7'. On a 

< ê', Ind${T, f)e >= f\g) < ë{x), e{xg) > dg dx, 

JK Jg{F) 

011 l'accouplement intérieur est celui sur Ef x Et. On effectue le changement de variable 
g I— > x~^g puis on décompose g en g — muk, avec m G M{F), u G U{F), k & K. D'oii 

< è' , Ind${T, f)e >= III I f{x-^muk) 

JK JK Jm{F) Ju{F) 

< è'{x),T(m)e(k) > 5p{mY^'^dudmdkdx. 

Fixons x, /c,m et supposons < è\x),T{m)e{k) >^ 0. Cela entraîne x G P{F)'yKf et A; G 
P{F)-fKf. Donc A; G P{F)xKf. Ecrivons k = m'u'xk', avec m' G M(F), m' G U{F), k' G 
et considérons l'intégrale intérieure de la formule ci-dessus. Puisque / est invariante 
à droite par Kf, le k' disparaît. Par le changement de variable u 1— > m'uu'~^m'~^ , cette 
intégrale devient 

(5p(m')^/^ / f{x~^mm'ux)du. 

Ju{F) 

Elle est nulle puisque / est très cuspidale. Donc < è', Indp{r, f)e >= 0, ce qui achève la 
preuve. □ 

Ce lemme admet plusieurs variantes. Supposons M^m C M. Au lieu des modèles 
Ep^ et Ep~, on peut aussi considérer les modèles /Cp^ et /Cp^ et une forme bilinéaire B 
sur ICpf X /Cp^. Le lemme reste valide si l'on remplace l'hypothèse (3) par 

(3') soient e G /Cp^ et e' G /Cp^ tels que e'(/c) ® e(/c) = pour tout k E K ; alors 
S(e',e) = 0. 

Dans le cas 011 r unitaire, on peut aussi considérer une forme sesquilinéaire B sur 
JCp^T X )Cpt vérifiant la même condition (3'). Le lemme reste valide. 



2.2 Caractères pondérés et fonctions très cuspidales 

Soient M G £{M„nn), r une représentation tempérée de M (F) et / G C^{G{F)). 

Lemme. Supposons f très cuspidale. 

(i) Soient M G £(M) et Q e J^{M). Si M ^ M ou si Q G, on a J^{t, /) = 0. 
(a) Si T est proprement induite, on a Jm{^-i /) = 0. 

Preuve. Soit Q = LU e J^{M) tel que Q ^ G. Fixons P G V{M) tel que P C Q. 
Pour P' G V{M) tel que P' C Q, définissons une fonction cp' sur iA^ par 

cp/(A) = traœ{Rpr\p{T)~^ Rpr\p{Tx)Ind${T, f)). 

Il s'agit de la trace d'un endomorphisme de /Cp^. Par définition, Jm{t, f) est la valeur 
en A = de la fonction 

J2 cpix)e^p,^^{x)-\ 

P'£V{M);P'CQ 
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Pour démontrer que Jm{'^i f) = 0) il suffit de prouver que cp/(A) = pour tous P' et 
A. Fixons P' et A. Introduisons les représentations tt = Indpç^j^{T) et tt' = Indp,^]^{T), 
que l'on réalise dans les espaces /Cp^^, r ^p'hl t- peut identifier /Cp^, resp. /Cp, ^, à 
/Cq ,^, resp. /Cq^^/- On dispose de l'operateur RpinL\PnLi^>^) '■ ^PnL,r ~^ ^F"nL,T- Modulo 
les identifications précédentes, Rp'\p{tx) s'identifie à l'opérateur e ^ R'P'nL\PnLi''~>^) ° 
de /Cq^ dans ICq^,. 11 en est de même pour l'opérateur Rpi\p[t). Introduisons la forme 
sesquilinéaire B sur JCgy x JCq ,^ définie par 

B{e', e) = (e', Rp>nL\PnL{T)~^ Rp'nL\PnL{T>d ° e). 

On a alors cp/(A) = traceBinif))- Les conditions du lemme précédent sont vérifiées, si 
l'on remplace dans ce lemme P et r par Q et tt. Le lemme entraîne Cp/(A) = comme 
on le voulait. 

Soient M et Q = LU comme en (i). On peut appliquer à la (G, M)-famille {Ji^L{j))pLç^p 
les formules de descente d'Arthur, en particulier le corollaire 7.2 de [A2]. On en déduit 
l'égalité 

•^2(^'/)= E d^M{M,L')4{rJ). 

Le sous-groupe parabolique Q' appartient à V{L') et est contenu dans Q. Si Q ^ G, 
tous ces Q' sont aussi différents de G. Il en est de même si M ^ M car dans ce cas, 
la condition d'^i^M^L') ^ implique que L' C L. Alors le résultat précédent entraîne 
J^(r, /) = 0, ce qui prouve (i). 

Supposons r proprement induite, fixons P' = M'U' G [Mmin) et une représentation 
irréductible r' de M' (F) tels que P' M et t — Indp,{T'). La représentation r' est 
tempérée. Il résulte des définitions que l'on a l'égafité 

JÏi{rJ) = JZ{T\f). 

On appfique le (i) en remplaçant M et M par M' et M. On obtient la nullité du terme 
de droite ci-dessus, d'où le (ii) de l'énoncé. □ 

Le terme Jm^Ji f ) dépend a priori des facteurs rp/|p(T, A) utilisés pour définir les 
opérateurs d'entrelacement normalisés. En fait 

(1) pour / très cuspidale, Jm{t~i /) dépend pas des facteurs de normalisation. 

En effet, considérons deux familles de facteurs, que l'on indexe par les nombres 1 
et 2. On en déduit deux (G, M)-familles (cp/,i)p/g-p(jv^) et {cpi^2)p'ç.v{M) comme dans 
la preuve ci-dessus et il suffit de prouver que cm,i = cm,2- Or il existe une (G, M)- 
famille ((ip')p'G-p(M), construite à l'aide des rapports rp/|p^i(r, A)rp'|p^2('?", A)~^, telle que 
cp',1 = Cp/ 2iip' pour tout P' . On a alors la formule de descente 

cm,i = E ^m(-^'> -^")cm,2^m ' 

L',L"eC{M) 

cf. [A2] corollaire 7.4. Le terme Q' est un élément de V{M') et = (''"' /)' terme 
étant calculé à l'aide de la seconde famille de facteurs. Si L' ^ G, il est nul d'après 
le lemme ci-dessus. Dans la somme ci-dessus, il ne reste que la contribution du couple 
(L', L") — (G, M). Pour ce couple, c^_2'^m — cm,2, d'oia l'égalité cherchée. 
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2.3 Induction de quasi-caractères 

Pour ce paragraphe, oublions les choix de mesures de Haar et de sous-groupe compact 
spécial que l'on a effectués. Soit M un Lévi de G. On munit G{F) et M{F) de mesures 
de Haar. Soit une distribution sur M (F) invariante par conjugaison. On sait définir 
la distribution induite D = Ind'^{D^), qui est une distribution invariante sur G{F). 
Rappelons sa définition. Fixons un élément P = MU G V{M) et un sous-groupe compact 
spécial K de G{F), en bonne position relativement à M. Munissons K et U{F) de 
mesures de Haar, compatibles au sens habituel avec les mesures sur M (F) et G{F). 
Pour / e G^{G{F)), on définit fp G C~(M(F)) par 

fp{m)^5p{mY''^ I I f{k-^muk)dudk. 
Jk JU{F) 

On pose D{f) = D^{fp). Cela ne dépend pas des choix de P et K. Soit maintenant 9^ 
une fonction définie presque partout sur M (F), localement intégrable et invariante par 
conjugaison. Soit la distribution associée, c'est-à-dire que 

D^(^) = [ ip{m)e^{m)dm. 

J M{F) 

A l'aide de la formule d'intégration de Weyl, on vérifie que D est elle-aussi associée à 
une fonction 9 sur G{F), localement intégrable et invariante par conjugaison. Pour tout 
X e G{F), fixons un ensemble X^\x) de représentants des classes de conjugaison par 
M{F) dans l'ensemble des éléments de M[F) qui sont conjugués à x par un élément de 
G{F). Pour X e Greg{F), on a l'égalité 

(1) 9{x)^ D^{x)-^'^D^{x'f'H^{x'). 

Cette formule montre que 9 est indépendante des choix de mesures sur G{F) et M (F). 
On note Ind%{9^) = 9. 

Rappelons que l'on a défini en [Wl] 4.1 la notion de quasi-caractère sur G{F). Soit 9 
une fonction définie presque partout sur G (F) et invariante par conjugaison. On dit que 
c'est un quasi-caractère si et seulement si, pour tout élément semi-simple x de G{F), il 
existe un bon voisinage a; de dans Qx{F) et, pour tout O G Nil{Qx), il existe co,o{x) £ C 
de sorte que l'on ait l'égahté 

(2) 9{xexp{X))= J2 ce,o{x)j{0,X) 

presque partout pour x E uj. Donnons quelques explications. On note G^ la composante 
neutre du centralisateur Zg{x) de x dans G et, comme toujours Qx son algèbre de Lie. 
On renvoie à [Wl] 3.1 pour la notion de bon voisinage. On note Nil{Qx) l'ensemble 
des orbites nilpotentes dans g^- La fonction X i— > j{0,X) est la fonction associée à la 
distribution transformée de Fourier de l'intégrale orbitale Jq associée à O, normalisée 
comme en [Wl] 1.2. 

D'autre part, soit G Nil{m). On sait définir "l'orbite induite" de . Plus 
exactement, c'est la réunion d'un certain nombre d'éléments de Nil(Q). Fixons P — 
MU e V{M). Une orbite O G Nil(g) est incluse dans cette orbite induite si et seulement 
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si l'intersection O fl [O^ + u(F)) contient un ouvert non vide de + u(F). On pose 
\0 : O^] = 1 si est incluse dans l'orbite induite de , [O : O^] = sinon. 
Remarquons que si [O : O^] = 1 et si l'une des deux orbites est régulière, l'autre l'est 
aussi. 

Pour un élément semi-simple x G G{F), on a fixé ci-dessus un ensemble X^{x). 
Pour tout élément x' de cet ensemble, on note T^' l'ensemble des g G G (F) tels que 
gxg~^ — x' . C'est un espace principal homogène pour l'action à droite de Za{x){F). 
Pour tout g G F-r/, la conjugaison par g envoie Nil{Qx) sur Nil{gx')- On note O i— > gO 
cette application. 

Lemme. Soit 9^ un quasi- caractère de M (F) et 9 — Ind'^{9'^). Alors 
(i) 6 est un quasi- caractère de G{F) ; 

(a) soient x un élément semi-simple de G{F) et O & Nil^Qx) une orbite régulière; on 
a l'égalité 

ceM^)= E E E D^ixr/^D^ix')^^ 
[Zm{x'){F) : Mx,{F)]-'[gO : 0']c,m,o,(x'). 

Preuve. Soit X un élément semi-simple de G{F). Considérons un bon voisinage uo de 
dans q^- Pour x' G X'^{x), posons cu^' = gug^^, où g est un élément quelconque de 
Pj;'. C'est un bon voisinage de dans g^'- En prenant eu assez petit, on peut supposer 

que wff = LOx' n mx'{F) est un bon voisinage de dans mx'{F) et que le quasi-caractère 
9'^^ admet un développement de la forme (2) dans x'exp{u^). On définit 9'^ m '■ c'est 

la fonction sur mx'{F), à support dans u;^ et telle que 9^ m(^) = 9^{x'exp{Y)) pour 
tout Y G uj^ . C'est un quasi-caractère sur m.x'{F). En adaptant les définitions ci-dessus 
aux algèbres de Lie, on définit la fonction localement intégrable (px' f — IiT^diJ' {^^ m) 

sur Qx'{,F). On va prouver 

(3) pour tout X G a; n Qx,reg{.F), on a l'égalité 

9{xexp{X))^ Y, E D°{x)-^'''D'^{x'f/'' 

[Zm{x'){F) : Mx>{F)]-^(t>x',^^XgXg-^). 

Fixons X. Pour tout x' G X^{x) et tout g ^Tx'-, fixons un ensemble X^"'' {gXg~^) 
de représentants des classes de conjugaison par Mx'^F) dans l'ensemble des éléments de 
Mx'{F) qui sont conjugués à gXg^^ par un élément de Gx'{F). 11 est inclus dans uo^ et 
on peut supposer qu'il ne dépend que de l'image de g dans Vx' /Gx{F). En appliquant la 
formule (1) aux fonctions , le membre de droite de la formule (3) est égal à 

Y, E D^{x)-'I'D''{x'Y''[Zm{x'){F) : MxiF)]-' 
x'exM{x) 9er^,/G^{F) 

J2 D""^' {Yy/^9^{x'exp{Y)). 

Soient x' , g eiY apparaissant dans cette somme. On a 

D^{x)D^-'{Y) = D^{x')D^-'{Y) = {x' exp{Y)) , 
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D^{x')D^^'{Y) = D^{x'exp{Y)). 

D'autre part, x'exp{Y) est un élément de M{F) conjugué à xexp{X) par un élément de 
G{F). Il est donc conjugué par un élément de M{F) à un unique élément de X^{xexp{X)). 
Notons cet élément y{x',g,Y). On a 

D'^{x'exp{Y))-^/^D^{x'exp{Y)f/^e''{x'exp{Y)) = 

DG{xexp{X))-'/'D''{y{x', g, Y)y/'e'' {y{x' , g, Y)). 
La formule ci-dessus s'écrit donc 

J2 c{y)D^'{xexp{X))-y^D^{yYl^^{y), 

yeXM {xexp{X)) 

OVi 

c{y)= Y. [Zm{x'){F):MAF)]-\ 
x',9,Y;y{x',g,Y)=y 

En comparant avec la formule (1), on voit que, pour démontrer (3), il suffit de prouver 

que 

(4) c(î/) = 1 pour tout y G X {xexp{X)) . 

Soit y G X'^^ {xexp{X)). Fixons 7 G G{F) tel que ■yxexp{X)j~^ — y. Puisque 
y G M (F) n Greg{F), le centralisateur Gy de y est contenu dans M. Mais 70:7"^ ap- 
partient à Gy{F). Il appartient donc à M (F). Il existe donc x' G X^{x) et m G 
M (F) tel que 72:7"^ = mx'm~^. Posons g = m"^^. Alors G Ta;' et 7 = mg. On 
a, y = mx' exp{gX g~^)m~^ . Puisque y G M{F), on a aussi x 'exp{gXg-^) G M (F), 
donc gXg~^ G m.x'{F). Alors gXg~^ est conjugué par un élément de M^/{F) à un 
élément Y G X^'»' [gXg^^] et y est conjugué par un élément de M (F) à x'expiY). 
Pour ces choix de x' , g, Y, on a. y — y{x', g, Y) . Soit {x'i, gi, Yi) un autre triplet, supposons 
y — y{x[, gi,Yi). Quitte à multiplier g à gauche par un élément de Gx' (F) (ce qui revient à 
le multiplier à droite par \in élément de Gx{F)), on peut supposer Y = gXg~^. De même, 
on peut supposer Yi = giXg^^. Soit /i G M (F) tel que fix'exp{Y)iJ,~^ = x[exp{Yi). 
Alors iigxexp{X)g~^ — gixexp{X)g^^ . En posant h = gï^/J^g, on a hxexp{X)h~^ — 
xexp{X). Puisque xexp{X) est régulier, cela entraîne h G Gxexp{x){F). Cet ensemble est 
contenu dans Gx{F) d'après les propriétés des bons voisinages. Donc h G Gx{F). On a 
alors 

jjLx' ji^^ = figxg^^fj,^^ = gihxh~^ gï^ = x[. 

Par définition de l'ensemble X'^^x), cela entraîne x[ = x'. A fortiori, la constante 
[Zm{x[){F) : Mx'^{F)]~^ qui intervient dans la définition de c{y) est égale à [Zm{x'){F) : 
Mx'{F)]~'^ et ne dépend pas du triplet. Puisque la relation ci-dessus en- 

traîne II G Zm{x'){F). En revenant à la définition de on a /jY/i'^ — Yi. Le couple 
{giGx{F),Yi) appartient donc à l'orbite de {gGx{F), Y) pour l'action de Zm{x'){F) ainsi 
définie : l'action de /i G Zm{x'){F) envoie {gGx{F),Y) sur le couple {giGx{F),Yi) tel 
que giGx{F) = ^gGx{F) et que Yi soit l'unique élément de X'^^' [giXg^^) conjugué à 
IxY par un élément de Mxi{F). Inversement, on vérifie que tout couple ainsi obtenu 
convient. L'action de Zm{x'){F) que l'on vient de définir se quotiente en une action de 
Zm{x'){F)/Mx'{F). Remarquons que Zm{x') H Gx' = M^/ car ces deux ensembles sont 
égaux au commutant de Am dans Gx'- H en résulte que l'action de Z m{x'){F) / Mxi{F) 
est libre : son action sur la première composante l'est. Le nombre de triplet est donc égal 
au nombre d'éléments de ce groupe, ce qui entraîne (4) et achève la preuve de (3). 
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La formule (3) nous ramène au problème suivant. Soit maintenant 6^ un quasi- 
caractère sur Tn(F), dont on écrit le développement à l'origine 

Soit 9 = Ind'^{9^). On doit prouver que 9 possède un développement à l'origine de la 
forme 

(5) 9{X)= J2 ce,oF{0,X), 

OeNil{g) 

et prouver que, pour O régulière, on a l'égalité 

(6) ce,o= E 

Comme on l'a expliqué, l'induction ne dépend pas des mesures de Haar, si on la considère 
comme une application portant sur des fonctions localement intégrables. On peut donc 
supposer que les mesures sont normalisées comme en [Wl] 1.2. L'analogue pour les 
algèbres de Lie de l'application / i— > /p "commute" à la transformation de Fourier. On 
en déduit que l'induite d'une fonction Y t-^ {O'^ ,Y) est la fonction associée à la 
transformée de Fourier de la distribution induite de l'intégrale orbitale J^m. 11 est bien 
connu que cette distribution induite est combinaison linéaire des intégrales orbitales Jq 
pour des éléments O G Nil (g) inclus dans l'orbite induite de O^^. En tout cas, l'induite 
d'une fonction Y i— > j^(0^,Y) est combinaison linéaire de fonctions X i— > j'^{0,X), 
ce qui prouve l'existence du développement (5). Pour prouver (6), on voit qu'il suffit de 
prouver que, pour O'^ régulière, la distribution induite de J^m est égale à 

On peut supposer M et G quasi- déployés, sinon il n'y a pas d'orbites nilpotentes régulières 
et la question est vide. Toute orbite nilpotente régulière O de g (F) apparaît dans l'orbite 
induite d'une unique orbite nilpotente régulière de m{F). En effet, fixons P G V{M) 
et un sous-groupe de Borel 5 de G tel que B C P. Soient Y, Y' G m(F), N, N' G u(F), 
supposons que Y + N et Y' + N' appartiennent à O. Quitte à effectuer des conjugaisons 
par des éléments de M{F), on peut supposer Y,Y' G b(F) nm(F). Soit g G G{F) tel 
que g{Y + N)g~^ — Y' + N'. L'élément Y' + N' appartient aux deux sous-algèbres de 
Borel b et gbg^^. Mais Y' + N' est régulier donc n'appartient qu'à une seule telle sous- 
algèbre. Donc gbg~^ = b et g appartient à B{F). En écrivant g = mu, avec m G M{F) 
et M G U{F), on a alors Y' = mYm~^, c'est-à-dire que Y et Y' sont dans la même orbite. 
Cette unicité nous permet de transformer notre problème en le suivant : prouver que la 
distribution induite de 

QM régulière 

est égale à 

o régulière 

Introduisons un sous-groupe de Borel B comme ci-dessus et un sous-tore maximal T C 
B Ç\M. Fixons un élément X G t(F) n ^regiF). En utilisant un résultat de Shelstad, 
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on a prouvé en [Wl] lemme 11.4 que la première distribution ci-dessus était la limite 
simple des distributions / i— > J^{zX, /) sur M(F) quand z E tend vers (dans 
[Wl], notre groupe était un groupe spécial orthogonal, mais la démonstration de cette 
propriété n'utilisait pas cette particularité). De même, la seconde distribution est la 
limite simple des distributions / ^— > Jc{zX,f) sur G{F). Mais il résulte des définitions 
que la distribution / i— JcizX,/) est l'induite de la distribution / i-^ jj^{zX,f). La 
conclusion s'ensuit. □ 



2.4 Intégrales orbitales pondérées invariantes 

Soient /, /' G C^(G(F)). Nous dirons que / et /' sont équivalentes si et seulement si 
D{f) = D{f') pour toute distribution D sur G{F) invariante par conjugaison. Comme 
on le sait, cette condition est équivalente à l'une ou l'autre des deux conditions suivantes 

(1) Jg{x, f) = Jg{x, /') pour tout x G G{F) ; 

(2) ^7r(/) — ^7r(/') pour toute représentation tt G Temp{G). 

Soient M G £(M^i„), x G M{F) H Greg{F) et f E G^{G{F)). Arthur a défini 
l'intégrale orbitale pondérée Jm^x^J). On a rappelé la définition en [Wl] 2.3. Il a aussi 
défini l'intégrale pondérée invariante lu^x^f). Rappelons la définition. Pour Z G Ag,f-i 
notons '^Hg=z la fonction caractéristique de l'ensemble des x G G{F) tels que Hg{x) = 
Z. Notons 'Hac{G{F)) l'ensemble des fonctions / : G{F) — > C qui vérifient les deux 
conditions suivantes 

(3) / est biinvariante par un sous-groupe ouvert compact de G{F) ; 

(4) pour tout Z G Ag,f-i la fonction flHG=z appartient à G^{G{F)). 
Remarquons que plusieurs définitions posées pour les fonctions appartenant à G^{G{F)) 

se généralisent aux éléments de Hac{G{F)). Par exemple les intégrales orbitales pondérées 
(on pose Jm{x, f) = Jm{x, f'^HG=HG{x))) ou la notion d'équivalence introduite ci-dessus. 

Soient L G C{Mmin) et / G G'^{G{F)). Arthur montre qu'il existe une fonction 
4>L{f) € 'Hac{,L[F)) telle que, pour toute représentation tt G Temp{L) et tout Z G Al,f, 
on ait l'égalité 

(5) / Mt^x, f)exp{-X{Z))dX = e^{MfnH,=z). 

La fonction (f)L{f) est bien définie à équivalence près. On définit Inix, f) par récurrence 
sur qm — og par la formule 

LeC(M) 

Bien sûr, Im{x, f) ne dépend que de la classe de conjugaison par M (F) de x. La distri- 
bution / I— > Im{x, f) est invariante par conjugaison par G{F) et ne dépend pas du choix 
du groupe K. La propriété suivante en résulte, par simple transport de structure. Soit 
g G G{F) tel que gMg'^ G C{Mmin)- Alors on a l'égalité IgMg-^{gxg~'^ , f) = Im{x, f). 

Pour / G C^(G(F)), on définit une fonction 19 f sur Greg{F) de la façon suivante. 
Soit X G Greg{F). Notous M{x) le commutant de Ag^ dans G. C'est un Lévi de G et 
c'est le plus petit Lévi contenant x. Choisissons g G G{F) tel que gM{x)g~^ G C{Mjnin)- 
On pose 

I0f{x) = {-ir^(^^-'^^D''{x)-'/'l,Mi.)g-^{gxg-\f). 
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Cela ne dépend pas du choix de g. La fonction 19 f est invariante par conjugaison et 
localement constante sur Greg{F). Remarquons que 10 f — 19 f si / et /' sont équivalentes, 
puisque les distributions / ^ Im{x, f) sont invariantes par conjugaison. 

2.5 Fonctions cuspidales et quasi-caractères invariants 

Soit / e C^{G{F)). On dit que / est cuspidale si et seulement si, pour tout groupe 
de Lévi M C G et pour tout x G Greg{F) f] M (F), on a Jg{x, f) = 0. Cette condition 
est équivalente à ce que ^7r(/) — pour toute représentation tt de G{F) qui est tempérée 
et proprement induite. Une fonction très cuspidale est cuspidale. 

Lemme. Soit f e G^{G{F)), supposons f cuspidale. Alors 19 f est un quasi-caractère 
de G{F). 

Preuve. Arthur définit un ensemble de représentations virtuelles Teii{G). Tout élément 
71 de Tf.u{G) est une combinaison linéaire à coefficients complexes de représentations 
elliptiques. Par linéarité, on définit la contragrédicntc tt, le caractère 6.,^ et, pour A G îAq, 
la représentation virtuelle 7T\ qui appartient aussi à TeiiiG). On note {TguiG)} l'ensemble 
des orbites dans Teii{G) pour l'action A i— > tt^. Si est un sous-groupe ouvert compact 
de G{F), il n'y a qu'un nombre fini d'orbites O G TeiiiG) pour lesquelles il existe tt G C 
et une fonction /' G C'^{G{F))^ biinvariante par K' , de sorte que ^,r(/') 7^ 0. Pour toute 
orbite O, on fixe tt G (9 et on définit un certain coefficient c{0) > 0. Cela étant, en [A5] 
théorème 5.1, Arthur démontre que, pour toute fonction cuspidale / G C^{G{F)), pour 
tout M G C{Mmin) et pour tout élément y G M (F) fl Greg{F) qui est elhptique dans 
M {F), on a l'égalité 

D''{y)-"\-ir^-''-lM{vJ)= Y. I 0^,{y)9^^,y{f)dX. 

Elle équivaut à 

D'^iyr'/'i-ir^-^-lMiy, f)= Y. c{O)9M0.{nHa=Haiy))- 

Oe{TM(G)} 

Soit X un élément semi-simple de G{F). Pour y dans un certain voisinage de x, on a 
Hciy) = Hg{x). Nos définitions et la formule ci-dessus entraînent que, pour y G Greg{F) 
dans ce voisinage, on a l'égahté 

(1) I9f{y) = Y c{0)9^{y)9,{flHa=Hai.))- 

Oe{T,„{G)} 

Comme on l'a dit, la somme est en fait finie. Donc 19 f coïncide dans ce voisinage de x avec 
une combinaison linéaire finie de caractères de représentations admissibles irréductibles. 
D'après Harish-Chandra ([HCDeBS] théorème 16.2), tout tel caractère est un quasi- 
caractère. La notion de quasi-caractère étant de nature locale, la conclusion s'ensuit. 
□ 

On appelle 19 f le quasi-caractère invariant associé à /. 

La notion de cuspidalité se généralise aux éléments de T-Cac{G{F)) : / G TiadGi^F)) 
est cuspidale si et seulement si flH(;=z l'est pour tout Z G Ag,f- La définition de 19 f 
aussi : 19 f = ^zeA ^^fi-H =z' cette somme étant localement finie. 



19 



2.6 Quasi-caractère et quasi-caractère invariant 



Soit / e C^{G{F)) une fonction très cuspidale. On vient de lui associer un quasi- 
caractère 19 f sur G{F). Dans [Wl] 5.6 et 5.9, on lui a aussi associé un quasi-caractère 
9f. En fait, cette définition dépend des choix de mesures. Nous modifions la définition 
de [Wl] 5.6 en utilisant nos présentes mesures plutôt que celles de cette référence. Il 
convient de comparer 9f et 19 f. 

Lemme. Soit f G C^{G{F)) une fonction très cuspidale. Alors 
(i) pour tout L G C{Mmin), fonction (pL{f) est cuspidale; 
(a) on a l'égalité 

E \W'^W''\-\-ir-''-Ind^dIOHU))- 

LeC{Mmin) 



Preuve. Pour prouver (i), on doit montrer que, pour tout Z G Al,f et toute représentation 
tempérée proprement induite n de L{F), on a 9T^{(f)L{f)lH^=z) = 0. Cela résulte de 
l'cgalitc 2.4(5) et du lemme 2.2(ii) qui affirme que J^{7i\,f) = pour tout A G iA}^. 

Soit cp G C^{G{F)). On peut écrire la formule d'intégration de Weyl sous la forme 



(1) f 9f{gMg)d9^ l^^^'ll^'"-' 

J2 mM,T)\-' f 9f{t)jG{t,^)D^{ty/'dt, 

avec les notations d'Arthur que l'on a rappelées en [Wl] 2.4. Pour tout L G jC{M^in), 
fixons Ql g V{L). On a de même 



Ind^^{I9'^^^^^){g)^{g)dg = / I9';^^f){l)^Q,{l)dl 



= E iW^'WW^r E \W{M,T)\-' f I9i^^f^{t)Mt,^QjD^{ty/'dt. 

Le terme JL{t, v^g^) intervenant ci-dessus est égal à Jcit, ip). Notons 9'j: la fonction figu- 
rant dans le membre de droite du (ii) de l'énoncé. En sommant les égalités ci-dessus, on 
obtient 

(2) / 9'f(gMg)dg 

Jg{f) 

= E iw^ww^r' E mM,T)\-' f ^M,T(t)Mt,'P)dt, 

011 on a posé 

LeC{M) 

Soient M G C{Mmin), T G Tm{M) et t G T(F) n Greg{F). Pour L G C{M), appliquons 
la définition de donnée en 2.4. Puisque T est eUiptique dans M, le Lévi M{t) 

est égal à M (que le groupe ambiant soit G ou L). Donc 

= i-ir^-'''D^{t)-'/'i^{t,Mf))- 

20 



On peut aussi bien remplacer (piif) par 4>L{,f)^HL=HL{t)- Alors 

LeC(M) 

En se reportant à la définition de [Wl] 5.3, on obtient '^M,T{t) = D^i^Y'^f^ f{t)- On 
conclut en comparant les égalités (1) et (2). □ 

2.7 Fonctions cuspidales et fonctions très cuspidales 

Lemme. Soit / G C^iG^F)) une fonction cuspidale. Alors il existe une fonction très 
cuspidale f e C^{G{F)) qui est équivalente à /. 

Preuve. Par un procédé de partition de l'unité tel que celui de la preuve de [Wl] 
proposition 6.4, il suffit de prouver l'assertion suivante 

(1) soit X G G{F) un élément semi-simple ; alors il existe un G-domainc Q dans G{F) 
et une fonction très cuspidale /' G C^{G{F)) tels que x & fl et JG{y,f') — Jg(ï/,/) 

pour tout y & fin Greg{F). 

Supposons Aq^ 7^ Ag- Il existe un C-domaine contenant x tel que, pour y G 
Q n Greg{F), OU ait Aoy 7^ Ag, autrement dit y n'est pas eUiptique dans G (F). Alors 
Jciy, /) = et il suffit de prendre f — pour vérifier l'assertion. Supposons maintenant 
Ag^ = Ag- Fixons un bon voisinage u; de dans Qx{F). Le quasi-caractcrc I9f se descend 
en un quasi-caractère IOf^x,ui sur 0a; (F), cf. [Wl] 4.3, qui est évidemment à support 
compact modulo conjugaison et invariant par l'action de Zg{x){F). En combinant la 
proposition 6.4 et le lemme 6.2 de [Wl], on voit qu'il existe une fonction très cuspidale 
/' G G^{G{F)) telle que = /^/.x,..- Posons n = {g-^xexp{X)g; X euj,ge G{F)} 

et soit y G Qr\Greg{F). Si y n'est pas elliptique dans G{F), on a JG{y, f') = = JG{y, /)• 
Supposons y elliptique, écrivons y = g^^xexp{X)g avec g G G{F) et X G a;. D'après les 
définitions, on a Jg(|/, /') = Of>^x^^{X) et Jg(|/, /) = D'où l'égalité Jg(|/, /') = 

Jaiy, /)■ Cela prouve (1) et le lemme. □ 



3 Majorations pour le groupe linéaire GLk 

3.1 Le groupe linéaire 

Soient k > 1 un entier, V un espace vectoriel sur F de dimension k et (t'i)i=i,...,fe une 
base de V. On note simplement GL^ le groupe (algébrique) des automorphismes linéaires 
de V. Pour g G GLk{F), on note {gij)ij=i,...,k sa matrice dans la base fixée. On note 
Bk le sous-groupe de Borel triangulaire supérieur de GL^, son radical unipotent et 
Ak le sous-tore diagonal. Pour a G Ak{F), on note simplement = ai^i son coefficient 
diagonal, pour i = 1, ...,k. On note Kk le sous-groupe compact spécial de GLk{F) formé 
des éléments à coefficients entiers. 
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La théorie du i?-groupe est "triviale" pour le groupe linéaire. C'est-à-dire que les 
représentations tempérées irréductibles et elliptiques de GLk{F) sont de la série discrète. 

Ces notations seront utilisées pour divers espaces, parfois sans que l'on précise leur 
base. Ou bien le choix de cette base sera implicite, ou bien il n'aura pas d'importance. 

Dans la suite de cette section, on fixe un entier /c > 1, on pose G = GL^, et on utilise 
les notations ci-dessus dont on supprime l'indice k. 

3.2 Une majoration 

Pour tout g G G{F), on note g — aB{g)uB{g)kB{g) une décomposition de g telle 
que aB{g) G M^)^ ''^sig) £ U{F), ksig) e K. Pour un entier c > 1, on note U{F)^ le 
sous-groupe des éléments u G U{F) tels que valp{ui^i^i) > —c pour tout i = 1, k — 1. 
Soient D eM. et g & G{F), posons 

I{c,D,g)= I E''{ug)a{ugfdu. 

Ju{F)c 

Proposition. Cette intégrale est convergente. Pour tout D, il existe un réel R tel que 

I{c,D,g)«cM9)''5B{aB{g)Y'^ 
pour tous c > 1 et tout g G G{F). 

La preuve sera donnée en 3.4 

3.3 Un lemme auxiliaire 

Supposons k > 2, notons P — MUp le sous-groupe parabohque des éléments de G 
qui conservent la droite Fvi. Soient c > 1 un entier, D un réel et m G M (F). Posons 
Up{F), = Up{F) n U{F), et 

Ip{c,D,m)= l E'^{um)a{um)^du. 

Jup{F)c 

Lemme. Cette intégrale est convergente. Pour tout D, il existe un réel R tel que 

Ip{c,D.rn) « c'^aimfôpimy/^E^im) 
pour tout c > 1 et tout m G M {F). 



Preuve. Le réel D est fixé. Soit 6 > un réel. On a introduit en 1.1 la fonction 1ct>6- 
Notons le sous-groupe des éléments m G t/i tels que 1*1,2 = 0. Posons 



k{b,D)= [ l,>h{u)ÔB{aB{u))^^^a{ufdu. 

Montrons que 
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(1) cette intégrale est convergente et il existe e > tel que 

I\^{b,D) « exp{-eb) 

pour tout 6 > 0. 

Considérons le sous-espace V" de V engendré par les éléments vi,V3, ...,Vk. Soit G" — 
GLk-i son groupe d'automorphismes, qui s'identifie à un sous-groupe de G. Le groupe 
B" = G"{~\B est le sous-groupe de Borel standard de G" , P" = G" HP est un sous-groupe 
parabolique de G" et ^ n'est autre que le radical unipotent de P". D'après [W2] lemme 
II.4.2, il existe un entier d > tel que l'intégrale 



(2) [ 5Bn{aB"{u)y/'^a{u)-'^du 

Juu(F) 



soit convergente. Soit u G U\^{F). On peut supposer aB{u) — agniu). Notons ai, les 
coefficients diagonaux de cet élément. On peut supposer 02 = 1 et nî=i k^i~^- ^ 



i=l,...,k 



î-(fc+l)/2 
i\F ' 



tandis que 



D'où 



i-l-k/2 



^b{0'b{u)Y''^ = \0'i\f''^ I W 1 ^B"{0'B"{u)f''^ = \ai\/5B»{aBi>{u)f/'^. 

\i=3,...,k / 

L'égalité {u)kBii{u) et un calcul matriciel entraînent que 

valpiai) = inf{valF{uij);j = l,3,...,k}, 

d'oià —valpiai) >> a{u). Il existe donc e > tel que |ai|p^ << exp{—2ea{u)). Si 
'^a>b{u) — 1, on transforme cette relation en |ai|^^ << exp{—eb)exp{—ea{u)). On obtient 

I\^{b, D) « exp{—eb) / (5^//(a^//(ïi))^/^exp(— e(7(ïi))cîxi. 

La dernière intégrale est convergente d'après la convergence de (2). D'oii (1). 
Introduisons un réel 6 > 0, que nous préciserons par la suite. On peut écrire 

(3) Ip{c, D, m) = I<bic, D, m) + I>b{c, D, m), 

Jup{F)c 

I>b(c,D,m)= / E'^(um)a(um)^lcr>b(um)du. 

Jup(F)^ 



OU 
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Dans la première intégrale, on a a{um) < b et l'intégrale est donc majorée par 

Jup{F) 

pour tout réel D' > 0. D'après [W2] proposition II.4.5, on peut choisir D' tel que cette 
dernière intégrale soit convergente et essentiellement bornée par (^p(m)^/^5^(m). Pour 
un tel D', on a. donc 

(4) I^.ic D, m) « b'^'Spimy/^E^im). 

Introduisons le sous-groupe Ui^2 de Up formé des éléments u dont la seule coordonnée 
non diagonale non nulle est Ui^2 et posons C/i,2(-^)c — t^i,2(-^) H U{F)c. On a Up{F)c — 

^(F)C/i,2(F)e, d'où 

I>b{c,D,m)— / / E'^{u^^vm)a{u^^vm)^lcr>b{1J'\^vm)du\^dv. 

Fixons V e Ui^2{F)c et considérons l'intégrale intérieure, que l'on note I>h{c, D,m,v). 
On a 

(5) il existe a; > tel que 



pour tous g, g' G G{F). 
En effet, par définition. 



E'^igg') « Ey{g)exp{aa{g')) 



S^(^) = / ÔB{aB{kg)fl^dk. 

JK 



On a asikgg') = aB{kg)aB{kB{kg)g') et il existe a > tel que SB{aB{kB{kg)g')y^'^ « 
exp{aa{g')). D'oii le résultat. 

Remcirque. La propriété (5) est vraie pour tout groupe réductif connexe. 

On a la majoration a{gg') < a{g) + (T{g') pour tous g, g' G G{F). On a aussi une 
majoration (t{v) « c. Il existe donc Ci > tel que cr{u^^) > Cla{u^^vm) — c — a{'m) . Quand 
^a>b{u\:fV'm) = 1, on a o^{u\^) > cib—c—a{m). Imposons à 6 la condition cib—c—a{m) > 0. 
D'autre part, d'après [W2] lemmes II. 1.1 et II. 3. 2, il existe un réel D" tel que l'on ait 
une majoration 

E'^ig) « ÔBiaBig) f 'a{g f". 
Ces relations entraînent la majoration 

I>b{c,D,m,v) « exp{aa{vm))a{vm)^^^" / ÔB{aB{u)y^^a{u)^^^"l^>cib-c-a(m){u)du 

JU^{F) 

« exp{c2c)exp{c2cr{m))I\^{cib — c — (t(to), D + D") 

pour un C2 > convenable. Cette expression ne dépend plus de v. Le terme I>b{c, D, m) 
est majoré par la même expression, multipliée par mes(C/i_2(-^)c)- Cette mesure est ma- 
jorée par exp{c3c) pour un C3 > convenable. D'oià 

I>b{c, D, m) « exp{c4C)exp{c2(J {m)) I\^{cib — c — cr(m), D + D"), 
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où C4 — C2 + C3. Il existe aussi C5 > tel que l'on ait la minoration 

exp(-C5a{m)) « ôp{my^^E'^ (m). 

D'où 

I>b{c, D, m) « ôp{my^^'E^ {m)exp{c4C)exp{cQa{m))I\^{cib — c — cr{m), D + D"), 

où cq — C2 + C5. Utilisons la relation (1). On voit qu'il existe C7 > tel que, pour 
b — 07(0 + a {m}), le produit des trois derniers termes ci-dessus est borné. Choisissons b 
ainsi. Alors 

I>b{c,D,m) « ôp{mY/''E''{m). 
Cette majoration et les relations (3) et (4) entraînent celle de l'énoncé. □ 

3.4 Preuve de la proposition 3.2 

On démontre la proposition par récurrence sur k. Le cas A; = 1 est évident. Supposons 
k > 2. Remarquons tout d'abord que l'on peut se limiter à démontrer la majoration de 
l'énoncé pour g — a & A{F). En effet, pour g quelconque, on écrit g — vak, avec 
V e U{F), a e A{F), k G K. Effectuons le changement de variable u h- >• uv~^. Le 
nouveau domaine d'intégration est U{F)cV. Mais il existe ci > tel que cet ensemble 
soit inclus dans U{F)c+cia{g)- Alors 

I{c,D,g) < I{c + cia{g),D,a). 

Si le deuxième terme vérifie une majoration comme dans l'énoncé, le premier terme aussi. 
Supposons donc g — a & A{F). Avec les notations du paragraphe précédent, on a 

I{c,D,a)= / / 'EP{uva)a{uva)^dudv 

JM{F)nU{F)c Jup{F)c 

— / Ip{c, D,va)dv. 

J M{F)nU{F)c 

En appliquant le lemme 3.3, on a 

/(c, D, a) « f Sp{vay/^E''{va)a{vafdv. 

J M{F)nU{F)c 

Ecrivons M = GLi x G', où G' = GLk-i et affectons d'un ' les objets relatifs à G'. Ecri- 
vons aussi a = (ai, a'), avec ai G F^ et a' G A'{F). On a 5p(t'a)^/^ = 5B(a)^/^5B/(a')~-^/^, 
E^{va) = E'^'{va') et a{va)^ « a{a)^'a{va')^. On obtient 

I{c,D,a) « c''a{afÔB{af'^ÔB'{a')-^'^I\c,R,a'). 

En utilisant la majoration du dernier terme fournie par l'hypothèse de récurrence, on 
obtient celle cherchée. □ 
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3.5 Modèles de Whittaker et intégrales de coefficients 



On définit un caractère ^ de U (F) par la formule 

i=l,...,k—l 

Soit /i e Temp{G). On appelle fonctionnelle de Whittaker sur une application 
linéaire cj) : <C telle que (f){fi{u)e) = ^{u)(f){e) pour tous u G U{F) et e G E^. 

Comme on le sait, l'espace des fonctionnelles de Whittaker sur E^i est une droite. Soit 
c > 1 un entier. Définissons une forme sesquilincaire C^^c sur E^ (ce qui est un raccourci 
pour dire qu'il s'agit d'une forme sur E^ x E^) par 

>C^,c(e', e) = / {e' , ii{u)e)^{u)du. 

Cette intégrale est absolument convergente d'après la proposition 3.2. Notons oo\i^k-i]{c) 
le sous-groupe des a G A{F) tels que = 1 et ^0/^(1 — Oj) > c pour tout i = 1, .., k — 1. 

Lemme. Pour tous e, e' G E^, il existe un entier cq > 1 tel que £^^c(e',e) soit 
indépendant de c pour c > cq. Plus précisément, soit c' > 1 un entier. Il existe Cq 
tel que cette conclusion soit vérifiée pour tous e, e' G ^j^i^-'^-ii^'^ \ 



Preuve. Soient e, e' G ^^[^•''"^'•'^ \ Choisissons cq tel que Cq > 1 et — Cq + c' < c^. Pour 
c > Cq, notons U{F)c — U{F)cq le complémentaire de U{F)cq dans U{F)c. Il suffit de 
prouver que 

/ (e' , iJ,{u)e)^{u)du = 0. 

Ju{F)c-U{F)co 

Soit a G cj[i fc_i](c'). Dans l'intégrale précédente, on peut remplacer e' et e par ii{a)e' et 
li{a)e. Par le changement de variables u i— > ai^a"^, l'intégrale devient 



/ {e' , iJ,{u)e)^{aua ^)du. 

Ju{F)c-U{F)co 

Elle est donc aussi égale à 

JoJ[i,k-i]{c') Ju(F),-U{F)co 

Cette expression est absolument convergente et on peut permuter les intégrales. Mais 

^{aua~^)da = 



/ 



'^[i,fc-i] (c') 

pour tout u G U{F)c — U{F)cq. Cela prouve la nullité cherchée et le lemme. □ 
On définit une forme sesquilinéaire sur E^ par 

Cette forme vérifie les relations 

C^{ji{u')e\n{u)e) = i{u)i{u)C^{e' ,e). 
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Fixons une fonctionnelle de Whittaker sur non nulle. Alors il existe G C tel que 

pour tous e, e'. On montrera plus loin que ^ 0. 

Pour un entier c' G N, notons v la fonction caractéristique du sous-ensemble des 
a e A(F) tels que valp^ai) > valp{ai^i) — c' pour tout i = 1, k — 1. On a 

(1) il existe un réel R et, pour tous e, e' G E'^^, il existe un entier c' EN tel que 

|£^(//(aOe',//(a)e)| « v(a')<5B(a')'/V(a') V(a)5B(a)V2 

pour tous a, a' G A{F). 

Si — 0, c'est évident : = 0. Sinon, fixons eo G tel que ^(eo) = 1. On a 

>C^(/x(a')e',yu(a)e) = C^0(yu(a')e')0(/u(o)e) = C^0(/x(a')e')0(eo)0(eo)0(/x(a)e) 

= ^£^(eo,/u(a')e')£^(eo,/i(a)e). 

Cela nous ramène à majorer |i2^(eo, /i(a)e) |. D'après le lemme ci-dessus, on peut rempla- 
cer par c pour c assez grand. La majoration voulue résulte de la proposition 3.2 
et du fait bien connu qu'il existe c' tel que le support de la fonction a i— > (f){ii{a)e) soit 
contenu dans celui de Lc' 

3.6 Quelques égalités d'intégrales 

Soit h un entier tel que 1 < h < k. Notons P'* le sous-groupe parabolique de G formé 
des éléments qui conservent le drapeau 

Fvi e ... e Fvh C Fvi e ... e Fvh+i c ... c Fvi e ... e Fvk. 

Ecrivons — M^U^^ oh. est la composante de Lévi qui contient A. On a — 
GLh X GLi X ... X GLi, avec k — h termes GLi. Identifions GLh-i au groupe des auto- 
morphismes linéaires du sous-espace de V engendré par Vi, ...,Vh-i- Pour un entier c > 1, 
notons LJ[h^k-i]{c) le sous-groupe des 7 G A{F) tels que 71 = ... = jh-i = 7fc = 1 
et valpil -li)>c pour i = h, k - 1. Posons U^{F)c = U{F)c fl Supposons 
c + Cjj, > 1. Pour II G TempiG) et e, e' G E"^, posons 

4'(e',e)= / / £^(//(7^)e',//(7^)e)|dei(^)|^-'=d^d7, 

J '^[h,k-i]{c+c^) JUh-i{F)\GLh-i{F) 

J':ie',e)= [ {e\ii{u)e)i{u)du. 

Lemme. Soient h un entier tel que 1 < h < k et c un entier tel que c > 1 et c + > 1. 
Les intégrales ci-dessus sont absolument convergentes. Il existe C > tel que 

J^{e',e) = CI^{e',e) 

pour tous e, e' G E/^. 
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Preuve. Prouvons la convergence de (e', e). L'intégrale sur le groupe compact u![h,k-i]{c+ 
c^) est insignifiante, on peut l'oublier. On décompose g G Uh-i{F)\GLh^i{F) en g — ak, 
avec a G Ah-i{F), k E K. La mesure devient 5Bh,_i{ci)~^dadk. De nouveau, on peut ou- 
blier l'intégrale sur K et on doit majorer 



/ 

Ja, 



|£ju(/x(a)e', Ai(a)e) | |(iet(a) |^ ^^bI_i {o)da, 



Grâce à 3.5(1), c'est majoré par 



L 



te' (a) 5b (a) I det{a) \ % S^l_^ (a) da 

Ah-i{F) 

pour un entier c' convenable. Pour a G Ah_i{F), on a 

ÔB{a)\det{a)\^f%l_^{a) = \det{a)\p 
et il est immédiat que l'intégrale 

Lc'{a)\det{a)\Fda 

Ah-i{F) 

est convergente. 

Prouvons la convergence de J^(e',e). Il suffit de prouver que 



/ E°{u)du 



est convergente. Puisqu'on en aura besoin plus loin, prouvons la propriété plus forte 
suivante. On s'autorise pour un instant à faire varier l'entier c. Alors 
(1) il existe un réel R tel que 

/ 'EP {mT^um^du « c^a{m)^ôph{m) 

pour tous c > 1 et tout m G M^{F) 

Notons X{m) l'intégrale ci-dessus. On peut écrire m — vak, avec v G U{F)r\M^{F), 
a G A{F) et A; G X n M^{F). La conjugaison par v conserve U^{F)c, ce qui permet de 
faire disparaître v. Le terme k disparaît également. Puisque a{a) « a{m) et Sph{a) — 
ôph{m), on est ramené au cas oùm = a. Effectuons le changement de variable u aua~^. 
Cela remplace du par ôph(a)du et le domaine d'intégration U'^{F)c par l'ensemble des 
u G U''-{F) tels que 

valpiui^i+i) > —c + valpitti+i) — valp^ai) 

pour tout i — h,...,k — 1. Il existe ci > tel que valpiai-^i) — valpiai) > —cia{a). 
L'ensemble ci-dessus est donc contenu dans U^{F)c+cia{a) on obtient 



X{a) < Sph{a) [ EF{u)du. 
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Pour u' e M^{F) n U [F] fl /T, on a 'Ep{u) — E'^{uu'). On peut donc remplacer ci-dessus 
u par uu', puis intégrer en u'. D'oii 

X{a)«ôph{a) / / E'^{uv)dudv. 

L'ensemble d'intégration est contenu dans C/(F)c+cio-(a)- Donc 

X{a) « ôph{a) / 'E^{u)du. 

Il ne reste plus qu'à faire appel à la proposition 3.2 pour obtenir (1). 

Le groupe agit à gauche sur Uh_i{F)\G h-i{F) . Introduisons le sous-groupe 

^[i,h-i]{c+ c^) de Ah_i{F). Dans la définition de /^(e',e), on peut remplacer g par j'g 
pour 7' e u![i^h-i]{c + c^). On peut ensuite intégrer en 7', à condition de diviser le tout 
par mes{ujii^h-i]{c + c^))- Puisque u;[i,h_i](c + c^)ujih,k-i]{c + c^) = a;[i,fe-i](c + c^,), on 
obtient 

-^c(e',e) = "^es(a;[i,/,_i](c + c^,))"^ / / 

^fj,iKl9)(^\ f^{79)e)\det{g)\p~''dg d'y. 
Le même calcul qu'en 3.5 montre que 

/ ^MiaW, i^{^g)e)d^ = mes(a;[i,fc_i](c + c^))C^,c{l^{g)e' , n{g)e). 

D'où 

(2) I^{e',e)^mes{ujyh,k-i]{c + c^)) j C^^^Me' , iJi{g)e)\det{g)\^f''dg. 

JUh-i{F)\GLh-i{F) 

On démontre maintenant le lemme par récurrence sur h. Pour h = 1, l'intégrale 
ci-dessus disparaît et /^(e',e) = CCf^^de' ,e), 011 C > 0. Mais = U et J^{e',e) = 
>C/i,c(e', e) par définition. Supposons maintenant /i > 2 et le lemme vrai pour h — 1. 
Notons Y le sous-groupe des éléments y G G'L^_i(F) qui vérifient 

- pour i = 1, - 2, yi^i = 1 ; 

- pour i,j = 1, h — 1, avec i 7^ j et i 7^ /i — 1, î/jj = 0. 

Par l'application y 1-^ {yh^i^i, ...,yh-i,h-i), Y s'identifie au complémentaire d'un hy- 
perplan (l'hyperplan = 0) dans un espace vectoriel Y de dimension h — 1 sur 

F. On note dy la mesure de Haar sur Y et sa restriction à Y (ce n'est pas une mesure 
de Haar sur cet ensemble). On vérifie qu'il existe Cq > tel que, pour toute fonction 
intégrable (p sur C/^_i(F)\GL/i_i(F), on ait l'égalité 

/ ^{9)dg = Co / ip{g'y)\det{g')\~^dg'\yh-i,h-i\F^dy. 

JUh-i{F)\GLh-i{F) Jy JUh-2{F)\GLH-2{F) 

On déduit de cette égalité et de (2) la relation 



/,^(e',e) = C,J_^lt\f^{y)e\^i{y)e)\yu-i,h- 



i\f 



dy 
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pour un Cl > convenable. Grâce à l'hypothèse de récurrence, on en déduit qu'il existe 
C2 > tel que 



I^{e',e) = C2j^Jt\f^{y)e',fi{y)e)\yn-i,H-i\''f'-' 



dy 



/ {fx{y)e',ii{uy)e)^{u)du\yh-i,h-i\F ^dy. 

Pour n G N, notons F„ le sous-ensemble des y tels que valF{yh-ij) > —n pour tout 
j = 1, ...,h — 1. On a 

(3) I^{e', e) = C2limn-.ooXn, 

où 

Xn= / {(J.{y)e',fj.{uy)e)î{u)du\yh-i,h-i\F~''~^dy. 

JYnHY JUh-i{F)c 

Cette dernière expression est absolument convergente. En effet, remplaçons tous les 
termes par leurs valeurs absolues. D'après (1), l'intégrale intérieure est majorée par 
a{y)^ôph-i{y) = a{y)^\yh-i,h-i\F^^~^ ■ L'expression totale est donc majorée par 



aiy^dy 

qui est convergente. Posons Z — U^~^{F) n M^{F). Pour y e y et 2; G Z, posons 

x{y,z) = J2i=i h~iyh-i,i^i,h- Pour y E Y, notons Z{y) le sous-ensemble des z E Z 
tels que valpix^y, z)) > —c et , pour z E Z, notons Y{z) le sous-ensemble des y E Y 
vérifiant la même condition. Dans X„, effectuons le changement de variable u 1-^ yuy~^. 
Cela remplace le domaine d'intégration U^~^{F)c par U^{F)cZ{y), donc la variable u 
par vz, avec v G U^{F)c et 2; G Z{y), la mesure du par \yh^i^h^i\^^^~^dz dv et ^{u) par 
^{v)ip{x{y,z)). On obtient 

Xn= I I I {e',ii{vz)e)^{v)ip{x{y,z))dzdvdy. 

7y„ny Ju'^(f)c Jz(y) 

D'après l'absolue convergence de cette expression, on peut permuter les intégrales et on 
obtient 



ou 



X^= / XMi{v)dv, 

Juh{F)c 

Xn{v)^ / {e',ii{vz)e) / 'ip{x{y,z))dydz 
Jz 7y„ny(^)ny 

{e',ii{vz)e) / î){x{y,z))dydz. 

JY„nY(z) 



IZ JY„nY(z) 

Fixons z E Z. L'ensemble Y^ n Y{z) est un o^-réseau dans Y et l'application y 1— > 
ip{x{y, z)) est un caractère de Y. Son intégrale sur le réseau est nulle si le caractère y est 
non trivial et vaut la mesure du réseau si le caractère y est trivial. On a 

(4) le caractère y ï'ixly, z)) est trivial sur Ynr\Y{z) si et seulement si valpizi^h) > 
n + pour tout i = 1, ....h ~ 1. 

En effet, ce caractère est trivial si et seulement si valp{x{y, z)) > pour tout 
y G Ynr\Y{z). Cette condition est satisfaite si z vérifie les conditions de (3). Inversement, 
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s'il existe i tel que valp^Zi^h) < n + c^, soit y & Y dont la seule coordonnée non nulle 
soit yh-i,i de valuation — valpizi^h) — 1- Ce nombre est > —n, donc y & Yn. On a 
valF{x{y, z)) = Ctp — 1. On a supposé c + c^ > 1, donc valF{x{y, z)) > — c, ce qui entraîne 
y G Y{z). La condition valp^x^y, z)) > n'est pas vérifiée pour cet y. D'oii (4). 
Notons l'ensemble des z E Z vérifiant les conditions de (4). Alors 

Xn{v) = / (e', ijL{vz)e)mes{Yn n Y{z))dz. 

L'inégalité c + > 1 entraîne que, pour z G Z", on a Yj^ n Y{z) — Y^. D'autre part, si 
11 est assez grand, on a /i(^)e = e pour tout z G Z''\ Alors 

= mes(l^)mes(Z")(e', //(v)e). 

Le produit des mesures est une constante positive, disons C3. Pour n assez grand, on a 
donc 

Xn = C3 / (e', /x(î;)e)ê(î;)rfî; = C3 J,'^(e', e). 

En reportant cette égalité dans (3), on obtient 

/,^(e',e) = W3J,'^(e',e), 

ce qui achève la preuve. □ 



3.7 Propriétés des fonctionnelles de Whittaker 

Soient G Temp{G). Appliquons le lemme précédent pour h — k. On obtient une 
égalité 

/ ^MqW, f^{g)e)dg = C{e', e) 

JUk-i(F)\GLk-i{F) 

pour tous e, e' G E^, où C est une constante positive. Il en résulte que est non nulle, 
autrement dit que la constante du paragraphe 3.5 est non nulle. On peut alors récrire 
la relation 3.5(1) et le lemme 3.6 sous la forme suivante. 

Lemme. Soient ji G Temp{G) et une fonctionnelle de Whittaker non nulle sur 
(i) Il existe un réel R et, pour tout e G Efj,, il existe c' G N tel que 

\4>{lJ,{a)e)\ « ic'{a)SB{ay^'^cr{a)^ 

pour tout a G A{F). 

(a) Pour tout h — 1, A; et tout entier c tel que c> 1 et c + > 1, il existe C > 
tel que l'on ait l'égalité 



/ / 4>{iJL{ag)é)(t){iJi{ag)e)\det{g)\^p ''dgda 

J <^[h,k-i]{c+c^) J Uh-i{F)\GLn-i{F) 

— C {e' , iÀ{u)e)^{u)du 

JuHF), 



'm{F) 

pour tous e, e' G E"^. 
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4 Majorations pour un groupe spécial orthogonal 



4.1 Les groupes spéciaux orthogonaux 

Soit {V, qy) un espace quadratique sur F, c'est-à-dire que V est un espace vectoriel de 
dimension finie sur F et qv est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur V (on 
dira souvent que V est un espace quadratique, la forme qv étant sous-entendue). On note 
aussi qv la forme quadratique définie par qv{v) — qv{v, v)/2. On note dv la dimension de 
\^ et G le groupe spécial orthogonal de V. Considérons un système hyperbolique maximal 

/ dans V ("système hyperbolique" signifie que qv{vi,Vj) = ôi^^j pour tous 
où Si-j est le symbole de Kronecker). Notons Z le sous-espace de V engendré par ce 
système et Van l'orthogonal de Z dans V. La restriction qv^„ de qv à Van est anisotrope. 
On note dan,v la dimension de Kn- Fixons un réseau spécial Ran C Kn ([Wl] 7.1). On 
peut choisir un reseau Rz de Z ayant une base formée de vecteurs proportionnels aux Vi, 
de sorte que R = Rz®Ran soit spécial. On note K le stabilisateur de R dans G{F). C'est 
un sous-groupe compact spécial de G{F). Considérons une suite d'entiers (/ci, ks) telle 
que kj > 1 pour tout j et 'Ylij=i s — ^- Pour tout j, notons Zj, resp. le sous-espace 
de V engendré par les Vi, resp. pour i — ki -\- ... -\- kj-\ -\- 1, ki -\- ... -\- kj. Notons 
V l'orthogonal dans V de la somme des Z±j et notons G le groupe spécial orthogonal 
de V . Notons P le sous-groupe parabolique de G formé des éléments qui conservent le 
drapeau de sous-espaces 

Zi<Z Zi® Z2C. ... d Zi® ... ® Zs. 

Notons M la composante de Lévi de P formée des éléments qui conservent chaque sous- 
espace Z±j. On a 

(1) M ~ GLk, X ... X GLfe, X G. 

On sait que K est en bonne position relativement à M. Inversement, si P = MU est 
un sous-groupe parabolique de G, si K est un sous-groupe compact spécial de G{F) en 
bonne position relativement à M, on peut trouver un système hyperbolique, un réseau 
spécial et une suite d'entiers de sorte que P, Af et K soient détermines comme ci-dessus 
(ces données ne sont pas uniques). Si s = / et kj = 1 pour tout j, M est un Lévi minimal 
et inversement, si M est un Lévi minimal, on peut supposer ces égalités vérifiées. 

Dans la situation ci-dessus, supposons M minimal et notons-le plutôt Mmin- L'appli- 
cation naturelle K fl N ormG{F){Mmin) — est surjective et il est utile de remarquer 
qu'elle possède une section i : W'^ K r\ N (jrmG{F){Mm.in) qui est un homomorphisme 
de groupes. En effet, pour tout i = ±1, ±/, fixons un élément v'- G Fvi de sorte que 
{'^i)i=±i,...,±i soit une base sur 0^? de Rz- Parce que R est un réseau spécial, on peut 
supposer que çy(fj',f^_i) = qv{'vl,,v'_^,) pour tous — 1,...,/. Si Van 7^ {0}, fixons un 
élément Çan du groupe orthogonal de Van tel que det{gan) = — 1 et g^^ — 1. L'action de 
tout clément de ce groupe orthogonal, en particulier l'action de Qam conserve le réseau 
Ran ■ Notons le sous-ensemble des éléments g G G{F) qui agissent par permutation 
sur l'ensemble {y±i;i = 1,...,/} et agissent sur V^„, soit par l'identité, soit comme gan- 
On vérifie que est un sous-groupe de K H NormG(F){Mmin) et que l'application 
naturelle de dans W'^ est un isomorphisme. 

Les hypothèses de 1.5 sont vérifiées pour le groupe G. Soient M un Lévi que l'on écrit 
sous la forme (1) et r une représentation admissible irréductible et de la série discrète 
de M {F). On a 

T ~ /^l (g) ... (g) /i^ (g) f. 
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où fij, resp. f, est une représentation de la série discrète de GL^^ (F) , resp. G{F) . L'espace 
Am s'identifie naturellement à R*. Supposons R{T)r\W{M)reg 7^ 0- Alors le groupe R{t) 
s'identifie à un sous-groupe de {±1}*. Un élément e = (ei, ...,€s) de ce groupe agit sur 
par 

(xi, ...,Xs) ^ {eixi, ...,esXs). 

Le groupe R{t) contient l'élcmcnt t = (—1, —1) de {±1}*, qui est l'unique élément de 
R{t) n W{M)reg. On a \det{t - 1)|^^| = 2«^. 

Soit TT une représentation tempérée irréductible et elliptique de G {F). On peut trouver 
M, r comme ci-dessus, et C £ ^i'^'V de sorte que tt = Indp{T, (),o\i P est un élément de 
V{M). Puisque la classe de conjugaison du couple (M, r) est bien déterminée, on peut 
poser r(7r) = |i?(r)| et t(7r) = 2°*f. 

4.2 Espaces quadratiques compatibles 

Soient (V, qy) et (IV, g^y) deux espaces quadratiques. Notons G et H leurs groupes 
spéciaux orthogonaux, dy et d^y les dimensions de F et ty. Supposons par exemple 
dw ^ dv- On dit que les deux espaces quadratiques sont compatibles si dy et dw sont de 
parités distinctes et si W est isomorphe (comme espace quadratique) à un sous-espace 
de V dont l'orthogonal est déployé, c'est-à-dire une somme orthogonale Dq © Z, 011 Dq 
est une droite et Z est hyperbolique. On peut alors identifier à un sous-espace de V 
et if à un sous-groupe de G. D'après le théorème de Witt, cette identification est unique 
à conjugaison près par un élément de G (F). 

Supposons que V soit la somme directe orthogonale de deux sous-espaces V et Z', 
avec Z' hyperbolique. Alors et 1^ sont compatibles si et seulement si V et W le sont. 

Soient V et W deux espaces quadratiques compatibles, avec dw < dy- On fixe un 
isomorphisme V — W ® Dq ® Z avec les propriétés ci-dessus, une base hyperbolique 
iv±i)i=i,...,r de Z et un élément non nul Vq G Dq. On pose Vq — W ®Dq et on note Gq son 
groupe spécial orthogonal. On note A le sous-tore maximal du groupe spécial orthogonal 
de Z qui conserve chaque droite Fv±i. Pour a G A{F) et i = ±1, ...,±r, on note la 
valeur propre de a sur le vecteur Vi. On note P le sous-groupe parabolique de G formé 
des éléments qui conservent le drapeau 

FVr C FVr © FVr-l C ... C FVr © ... © Fvi 

de V. On note U le radical unipotent de P et M sa composante de Lévi qui contient A. 
On a l'égalité M — AGq. On définit un caractère ^ de U{F) par 

^(m)=V( Y1 (lv{uvi,v_i_i)). 

i=0,...,r-l 

On fixe un réseau spécial Rq C Vq, cf. [Wl] 7.1. On choisit, ainsi qu'il est loisible, 
un réseau Rz C Z possédant une base sur Op formée de vecteurs proportionnels aux v±i 
et tel que le réseau R = Rq ® Rz soit spécial. On note K le stabilisateur de R dans 
G{F). Pour un entier A^" > 1, on définit une fonction km sur G{F) de la façon suivante. 
Elle est invariante à gauche par U{F) et à droite par K. Sa restriction à M[F) est la 
fonction caractéristique des éléments ag^, avec a G A{F) et Qq G Gq{F), qui vérifient les 
conditions 1^0/^(0^)1 < A^ pour tout i = 1, ...,r et gô^eo G p^^i^o- 
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Remcirque. Les constructions et notations ci-dessus seront utilisées sans plus de 
commentaires chaque fois que l'on se donnera des espaces quadratiques compatibles V 
et W avec dw < dy- 



4.3 Les résultats 

On énonce ici toutes les majorations que la section est destinée à prouver. On fixe 
pour toute cette section deux espaces quadratiques compatibles {V, qv) et (VF, qw) tels 
que dy > dw- 

(1) Il existe un réel R tel que 



pour tout réel b > 0. 

Remarque. Cette assertion vaut en fait pour tout groupe réductif connexe G. 
Pour un entier A?^ > 1 et un réel D, posons 



(2) Cette intégrale est convergente ; le réel D étant fixé, il existe un réel R tel que 



pour tout entier > 1. 

Pour u E U (F) et tout i = l, r, on note la coordonnée = qv{uVi-i, v^i). 

Pour tout entier c > 1, on note U (F)c l'ensemble des u E U (F) tels que valpini^i-i) > — c 
pour tout i = 1, r. C'est un sous-groupe de U {F) conservé par conjugaison par H (F). 
Pour un réel D et un élément m G M (F), on pose 





I{N,D) « N- 



R 




(3) Cette expression est convergente. Pour D fixé, il existe un réel R tel que 



X{c,D,m) « c^a{m)^ôp{my/'^E 



(m) 



pour tous c > 1 et tout m G M {F). 

(4) Pour tout réel D et tout entier c > 1, l'intégrale 




est convergente. 

(5) Pour tout réel D et tout entier c > 1, l'intégrale 




E'^{hu)E"{h'h)E'^{h'u')a{hufa{h'u'fdu' dh' du dh 



est convergente. 
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Soient D et C deux réels, c, c' et N trois entiers. On suppose C, c, c', N > 1. Pour 
m e M (F), h e H (F), u,u' G U{F), posons 

0(m, /i, M, u'] D) = E"{h)E^{u'm)E^{u-^h-^u'm)KN{m)a{u')^a{u)^a{h)^a{m)^ôp{m)-\ 
Posons 



I{c,N,D)= Il l (t)[m,h,u,u']D)du' dudhdm, 

Jm(F) Jh{F)U{F)c Ju{f) 

I{c,c',N,D)— Il l (f){m,h,u,u']D)du' dudhdm, 

Jm(F) Jh(F)U(F)^ Ju(F)-U(F)^, 



'M(F) JH(F)U(F), Ju{F)-U{F)^ 

I{c,c' ,N,C,D) = Il l lcr>c{hu)(t){m,h,u,u']D)du' dudhdm. 

Jm(F) Jh{F)U{F)c Ju{f)^, 

(6) L'intégrale I{c,N,D) est convergente; les termes c et D étant fixés, il existe un 
réel R tel que 

I{c,N,D) «N^ 

pour tout N > 1. 

(7) L'intégrale /(c, c', N, D) est convergente ; les termes c et D étant fixés, pour tout 
réel R, il existe et > tel que 



I{c,c\N,D) « N- 



-R 



pour tout > 2 et tout c' > alog{N). 

(8) l'intégrale I{c,c',N,C,D) est convergente; les termes c et D étant fixés, pour 
tout réel R, il existe a > tel que 

I(c,c',N,C,D) « N-^ 

pour tout > 1, tout c' > 1 et tout C > a{log{N) + d). 



4.4 Preuve de la majoration 4.3(1) 

Fixons un Lévi minimal Mmin de G tel que K soit en bonne position relativement à 

Mmin- Soit Pmin — ^minUmin £ 'P{^min)- 0^ ^ 

/ '^a<b{g)dg = Il I la<b{muk)dmdudk. 

Jg{F) Jk JUrmniF) J M,„,„iF) 

D'après [W2] lemme 11.3.1, il existe Ci > tel que la relation (T{muk) < h entraîne 
a{m) < Cib, a{u) < Cih. Alors 

(1) / l^<b{9)dg « / l^<cib{u)du / l^^cAm)dm. 

Montrons que la première intégrale vérifie la condition requise. On peut fixer des co- 
ordonnées {uj)jfzj sur Umin de sorte que du — Ylje.J "l^^^ condition l^j^cibiu) 
entraîne valp{uj) > —c^h pour tout j, pour une constante C2 > convenable. Or il existe 
C3 tel que la mesure de l'ensemble {x G F^valp > — C26} soit bornée par exp{c^h), d'oîi 
le résultat. On doit borner la seconde intégrale de (1), ce qui nous ramène au cas 011 
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G — Mmin- Dans ce cas, G (F) est le produit de Aa{F) et d'un sous-ensemble compact. 
Cela nous ramène au cas où G = Aq est un tore déployé. On se ramène immédiatement 
au cas oii ce tore est de dimension 1. Alors il existe une constante C4 > telle que notre 
intégrale soit la mesure de l'ensemble {x G F^; \valp{x)\ < C46} (pour la mesure de Haar 
multiplicative). Cette mesure est essentiellement bornée par b. □ 

4.5 Majoration d'une intégrale unipotente, cas r > 2 

Supposons r > 1. Pour tout i — 1, ...,r, on note Pi le sous-groupe parabolique des 
éléments de G qui conservent le drapeau 

FVr C FVr © FVr-l C ... C FVr © ... © FVi- 

On note Ui le radical unipotent de Pj et Mj la composante de Lévi qui contient M. 
Notons C/r,t| le sous-groupe des éléments u & Ur tels que Ur,r-i — 0. Pour un réel D, 
posons 

Lemme. Supposons r > 2. L'intégrale ci-dessus est convergente. Pour D fixé, il existe 
e > tel que 

Ir,\^{b,D) « exp{—eb) 

pour tout 6 > 0. 

Preuve. Notons V\, l'orthogonal dans V de l'espace de dimension 4 engendré par Vr, 
Vr-i, vi-r et V-r- Pour X G V\, et y E F , notons u{x,y) l'unique élément de U\^{F) tel 
que u{x, y)v-r = V-r + x + yvr-i — qv{x)vr- Alors {x, y) 1— u{x, y) est un isomorphisme 
de H X F sur C/ti(-F). On pose simplement u{x) — u{x, 0) et y = ii(0, y). Une description 
analogue vaut sur le corps de base F. On note t/^j, resp. Y , le sous-groupe de t/r,t| formé 
des resp. y. On a f/r,t] = Ur^^Y . Notons Vj l'orthogonal dans V du plan engendré 

par Vr-i et vi-r- Notons le groupe spécial orthogonal de Vj et affectons d'un indice jj 
les intersections avec G^ des groupes que l'on a introduits. En particulier j = Gjj fl P^. 
On voit que C/r,)j n'est autre que le radical unipotent de P^^tj. Soit x G H, introduisons 
l'élément mp^iu^x))., que l'on écrit a{x)gQ{x), avec a{x) G ^(P), go{x) G Gq{F). On a 
a{x)r-i = 1 puisque a{x) G Gjj(P). Pour tout v G V^, notons valR{v) le plus grand entier 
n e Z tel que f G ppR- On a 

(1) il existe ci, C2 G Z tel que ^0/^(0(0;)^) = inf{0, ci -|- valR{x), 02 + valp{qv{x))) ; il 
existe ei > tel que |a(a;)r|^''^ << exp{—€ia{u{x))) . 

En effet, posons k = u{x)~^'mp^{u{x))up^{u{x)). On a A" = kp^{u{x))~^ G Donc 
valR{kv-r) — valpiv-r)- Mais kv-r — a{x)~^{v-r — x — qv{x)vr).i d'oia 

valpikv-r) = —valp{a{x)) + valR{v-r — x — qv{x)vr)- 

D'après la définition de R, on a 

valR{v-r — X — qv{x)vr) = inf{valR{v-r),valR{x),valp{qv{x) + valR{vr))- 
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En utilisant toutes ces égalités, on obtient 

valF{a{x)r) — inf{0, —valR{v^r) + valii{x),valiî{vr) — valR{v^r) + valF{qv{x))). 

D' 011 la première assertion de (1). La seconde s'en déduit immédiatement. 
On a l'égalité mp(w(x)) = mp^lulx)). On calcule 

Sp{mp{u{x))y/'E^{mp{u{x)))^E''^{go{x)) \a{x),\'i'-''^'^^\ 

i=l,...,r 

i=\,...,r-2 

d'où 

(2) 5p{mp{u{x))Y/''E.''{mp{u{x))) = |a(x),|/<5p^(mp^(«(a;)))i/2S^H^p,(«(^)))- 
Soient x G H et y G F. On a 

mp{u{x)y) — mp{u{x))mp{kp{u{x)y). 
Il existe donc > tel que 

(3) 5p{mp{u{x)y)f/'E''{mp{u{x)y)) « 5p{mp{u{x))f"E'' {mp{u{x))exp{R,a{y)l 

oii a {y) = sup{l, —valpiy))- Introduisons un réel ^ > que nous fixerons plus tard et 
posons 

ll,^{h,D)= [ [ l,^,iuix)y)ôpimpiuix)y)y/' 

{'mp{u{x)y))a{u{x)y)^dx dy. 

Pour y tel que valpiy) > —/J'b, on a \a{u{x)y) — a{u{xj)\ « fj,b. Si n est assez petit, la 
condition lfj>b{u{x)y) — 1 entraîne la>b/2{u{x)) — 1. Grâce à (3), on obtient 



l\(b,D)« f l,>6/2(îi(x))5p(mp(îi(x)))^/2S^(mpKx)))aKx))^dx 
/ {iib)^exp{Ria{y))dy. 

J yÇ:F;valF(y)>— nb 

Il existe R2 tel la dernière intégrale soit bornée par exp{R2iJh). Dans la première intégrale, 
on utilise (1) et (2). Pour l„>},i2{u{x)) = 1, on a 

5p{mp{u{x))f/^E^{mp{u{x)) « 

expi-eib/i - eia{u{x))/2)ôp{mp^{u{x))y/^E^^{mp^{u{x))). 



Alors 



lL{b,D) «exp{R2iJb-eib/A) I exp{-eia{u{x)) /2)5p{mp {u{x))Y''' 



'H 

E'^i{mp^{u{x)))a{u{x)fdx. 
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D'après [W2] lemme II.4.3, cette intégrale est convergente. Choisissons fj, tel que ei/4 — 
i?2A* > et notons 62 ce dernier terme. On obtient alors 

Ir,\iib,D) « exp{-e2b). 

Le réel /i étant maintenant fixé, posons 

Ir,^{b,D)= f [ l,^,{u{x)y)ôp{mp{u{x)y)y/' 

JyeF;valp{y)<-^ih JV\, 

'EJ^ {mp{u{x)y))a{u{x)y)^ dx dy. 

Il nous reste à majorer cette expression. Soit y G F tel que valp{y) < /ib. Le groupe Y 
est en fait le sous-groupe unipotcnt U2 du groupe GL2 agissant dans le plan engendré 
par Vr-i et v_r- Dans GL2, on a l'égalité habituelle 

On en déduit une égalité y — a{y)n{y)k{y) où 

a{y) est l'élément de A{F) tel que a{y)r — a{y)r-i — y et a{y)i — 1 pour i — 
l,...,r-2; 

n{y) est l'élément de Up{F) qui envoie Vr sur Vr — y^i-r, i^r-i sur Vr-i + yv^r et fixe 
les autres vecteurs v±i ainsi que Vq ; 
k{y) est un élément qui reste borné. 

Soit X & V\). On a u{x)a{y) = a{y)u{y~^x). Posons x' = y~^x. Un calcul matri- 
ciel montre que u{x')n{y)u{x')^^ = n{x',y)n{x',y), 011 n{x',y) G Up{F) et n{x',y) est 
l'clcmcnt de Up{F) qui envoie v^-i sur v^-i — ygy(^')'^r) 'î^-r sur + ^^^(a;')^!-^ et qui 
fixe les autres v±i ainsi que Vq. D'où 

= a{y)n{x\ y)n{x\ y)u{x')k{y) 

= a{y)n{x' ,y)n{x' ,y)a{x)go{x)up^{u{x'))kp^{u{x'))k{y). 

Posons n'{x',y) = a{x')~^n{x' ,y)a{x'). C'est l'élément de Up{F) qui envoie Vr-i sur 
Vr-i—ya{x')~^qv{x')vr, f-r sur v_r+yO'{x')r^Qv{x')vi-r et qui fixe les autres v±i ainsi que 
Vq. Cet élément n'{x', y) appartient au sous-groupe unipotent U2 du groupe GL2 agissant 
dans le plan engendre par vi-r et En utilisant (4), on an'i^x', y) = a{x', y)n'{x', y)k{x', y) 
où n'{x',y) G Up{F), k{x',y) reste borné et a{x',y) est l'élément de A{F) tel que 

- si valp^qvix')) + valp{y) — valp{a{x')r) > 0, a{x', y) = 1; 

- si valp{qv{x')) +valF{y) —valp{a{x')r) < 0, a{x', y)r = a{x')~^yqv{x), a{x', y)r-i = 
a{x')ry~^qv{x')~^ -1 et a{x' , y)i = 1 pour tout i — 1, r — 2. 

D'où 

u{x)y = a{y)n{x\ y)a{x')a{x', y)n\x\ y)k{x\ y)go{x')up^{u{x'))kp^{u{x'))k{y). 

L'élément k{x',y) appartient au même groupe GL2 que ci-dessus. Ce groupe commute à 
Gq. Il conserve le radical unipotent du sous- groupe parabolique de G formé des éléments 
qui conservent le drapeau 

Fv^r ® Fvi^r C Fv^r ® Fvi^r ® Fv2-r C ... C Fv^r ® ■■■ ® Fv^i- 
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Ce radical unipotent est contenu dans Up et contient Up^ . Donc k{x', y)up^ {u{x'))k{x' , y) ^ & 
Up{F). Finalement 

u{x)y e Up{F)a{y)a{x')a{x' ,y)gQ{x')V, 
où r est un ensemble borné. On en déduit, grâce à (2) 

ôp{mp{u{x)y)f'Z^{mp{u{x)y)) « ôp{a{y)a{x', y)Y/'ôp{mp{u{x'))y/'E'' {mp{u{x'))) 
<<5p(a(y)a(x^y))V>(xO.|;^5p,(mp/^^(xO))^/^S^H^p,K^')))■ 

On calcule 

Sp{a{y)y/' = \yff'\ 
ôp{a{x',y)Y^'^ = \a{x',y)r-i\F- 

Dans l'intégrale I^^{b,D), effectuons le changement de variable x ^ yx, autrement dit 
x' I— > X. Cela remplace dx par \y\'p'^^dx. En majorant la fonction lcr>b{u{x)y) par 1, on 
obtient 

(5) ll^{h,D)«l [ \aix)r\-%{mp^{u{x))y/' 

H^f (mpj {u{x)))\a{x, y)r-i\Fcr{y)^a{u{x))'^\y\p^dx dy. 

Posons R\, — Rr\V\, et notons son dual, c'cst-à-dirc iî^ = {f G H; Vf' G -R^, wi^, v') G 
Op}. Décomposons le membre de droite de (5) en deux intégrales, -^)+-^r^(^î -^)î 

dans /;^^^(&, -D), rcsp. -D), on restreint l'intégration aux x G p^'^^-R^, resp. x ^ pp'^^R\,. 

On doit démontrer que chacune des deux intégrales vérifie la majoration de l'énoncé. 

Dans I^^^{b,D), u{x) reste dans un compact et tous les termes dépendant de x sont 
bornés. D'oii 

l'r,^(b,D)« ! X{y)a{yf\y\-p^dy, 

J yeF;valF{y)<-nh 

Oll 

X{y) = / \a{x,y)r-i\Fdx. 

Il existe C3 > tel que \valF{a{x)r)\ < C3 pour tout x G pp'^^R],. On a alors 

I / s I 1, si valF{qv{x))+valF{y)>-Cs, 

\a[x,y)r-i\F _ <^ q^i\yqy{x)\p\ si va/p(gy(a;)) + m/pd/) < -C3. 

Pour tout entier A; G Z, notons m(A;) la mesure de l'ensemble des x G pp'^^i^i, tels que 
valp{qy{x)) = k. Certainement, cette valuation est bornée intérieurement, donc il existe 
C4 tel que m{k) = si A; < C4. On obtient 

X(y)« Yl m{k)\y\-/q'+ m(k). 

k;c4<k<—C3—valF{y) —03— valp{y)<k 

On vérifie que l'on a une majoration m{k) « q~'^^'^. Alors 

X{y) « \y\t'^a{y). 
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En reportant cette majoration dans obtient 

J y&F;valF{y)<-IJ.h 

Mais il existe £3 > tel que cette intégrale soit bornée par exp(— 636). C'est ce qu'on 
voulait. 

Traitons maintenant l'intégrale l!^^{b,D). Choisissons un entier C4 tel que 

(6)(i)p^X cp/^iîb; 

(6)(ii) valpiqviv)) > sup{0, — ci + C4) pour tout v G ppH^ ; 
(6)(iii) u{v) e K pour tout v G p^sR^ ; 

(6) (iv) C4 + C2-C1 >0. 

Pour y G F tel que valp{y) < —fib, posons n{y) =04 + D'après (6)(i), 

l'ensemble V\, — pp'^^R\, est stable par translation par p'^^^R^ . Dans l'intégrale intérieure 
de Ir^^{b, D), on peut remplacer x par x + v, avec v G p^^^'R^ , puis intégrer sur t>, tout 

en divisant par mes{p^^^ R^). On a u{x + v) = u{x)u{v) et G -ft' d'après (6)(iii). 
Donc a{u{x + f )) = (T(M(a;)), mp^{u{x + w)) = mp||(M(a;)) et a{x + v) = a{x). On obtient 

JyeF;valF{y)<-IJ.b JVt,-p/^Rt, 

a{y)^a{u{x))^\y\p^dx dy, 
Fixons X, y intervenant dans l'intégrale ci-dessus. Montrons que 

1/9 

(7) on a a{x,y) « \y\p- a{y). 

On a valp^x) < — Ci donc, d'après (1) 

valF{a{x)r) — inf{valii{x) + Ci,valF{qv{x)) + C2) < 0. 

Pour V G p'p^^ R^ , on a a(a; + = a{x) comme on vient de le dire et la valeur de 
a{x + V, y)r-i est fonction de valpiqvix + v)) + valpiy) — valF{a{x)r)- Notons N{v) cet 
entier. On a qv{x + v) = qv{x) + qv{x,v) + qv{v) et valF{qv{x,v)) > valR{x) + n{y). 
Supposons d'abord valp^qv^^)) < voIr^x) + n{y). Grâce à (6)(ii), on a 

valnix) + n{y) < -c, + C4 + [ < -ci + C4 + 2[ < vah^qv^v)). 

Donc valF{qv{x + v)) — valF{qv{x))- Si valF{a{x)r) — valF{qv{x)) + C2, alors N{v) — 
valF{y) — C2 < —02- D'après la définition de a{x + y)r-i, on a 

et a{x, y) « lylp^- Si valF{a{x)r) — valR{x) + Ci, on a 

N{v) < valR{x)+n{y)+valF{y)—valF{a{x)r) — n{y)+valF{y)—ci < C4 — C2+valF{y)/'2, 
d'où \a{x + v)r-i\F < g^^"^ « lylp , 

puis a{x,y) << \y\p^^'^. Supposons maintenant 
valF{qv{x)) > valR{x) + niy). Grâce à (6)(iv), valF{qv{x)) + C2 > valp^x) + ci, donc 
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valF{a{x)r) = valR{x) + ci. Choisissons une base (2:^)^=1,...,^ de R\, sur Op de sorte que 
X — w^p^'^^^\i. Introduisons la base duale {x'^j)j=i,...,m de . Introduisons des coor- 
données sur p^^^^i?^ en posant v = - + Ei=2,...,m ^j^J)- 
Les Zj parcourent Op- On peut supposer dv — 11^=1 m^^i ®^ alors mes{p^^^ R^) est 
indépendant de y. On a qv(x) + qv(x,v) — ro^"'^^^^"^"^^^^!. On a 

valp{qv{x) + qv{x, v j) + valp{y) — valp{a{x)r) = valp{zi) — n'{y), 

où n'{y) — Cl — valp{y) — n{y) — Ci — C4 + [IrH^iM] Remarquons que, grâce à (6)(ii), 



on a 



valp{qv{v)) + valp{y) — valp{a{x)r) > 2[ tt^^] + valp{y) + 1 > 0. 

Si valp{z\) < n'{y), alors N[v) = valp{zi) — n'{y) et \a{x + v)r-i\F = q~"''^^^\zi\p^- Si 
valp{zi) > n'{y), alors N{v) > et \a{x + v)r-i\F — 1- D'oià 

a{x,y) « / q~'^'^'"''\zi\]r^dzi+ / dzi. 

J zieopivalp {zi)<n' (y) J zieoF;valF{zi)>n' (y) 

On voit que a{x,y) « (1 + << (T(y)|y|~^/^. On a obtenu la majoration 

(7) dans tous les cas. 
Alors 

i::,^{b,D)« [ a{yf^'\y\-p'/'dy 

J y€F;valF{y)<-IJh 



H 



Il existe £4 > tel que la première intégrale soit majorée par exp(— €46). Lorsque l'on a 
traité l'intégrale Ij:^^{b,D), on a montré que la seconde intégrale était convergente. D'oii 
la majoration cherchée pour l'intégrale Ir,\^{b, D), ce qui achève la preuve. □ 



4.6 Majoration d'une intégrale unipotente, cas r = 1 

Lemme. Supposons r — 1. L'intégrale définissant D) est convergente et, D étant 
ûxé, il existe e > tel que 

h,^{b,D) « exp{-eh) 

pour tout b >0. 

Preuve. Puisque r = 1, on a Pi = P. Notons VJ le sous-espace de V orthogonal à la 
droite Dq portée par vq. Avec les mêmes notations que dans le paragraphe précédent, 
on a Ul^i^ = Fixons un sous-groupe compact spécial de G(|(P), en bonne position 
relativement à Mj. Il n'est pas forcément inclus dans K. Pour u G Ui^i^{F), on a, u — 
'mp^{u)up^{u)kp^{u) et on en déduit que 'mp{u)'mp^{u)~^ reste dans un compact. Ecrivons 
mp^lu) — a{u)go{u), avec a{u) G ^(P) et 510(1*) G Gq{F). Comme dans le paragraphe 



41 



précédent, on voit qu'il existe ei > tel que |a(M)i|^^ << exp{—eia{u)) et que l'on a 
l'égalité 



Alors 



h,^{b,D) « exp{-e,b/A) [ ôp(mp(u)y^^E''^{mp(u))exp{-eMu)/^Mu)''du. 

7c/, (F) 

L'intégrale est convergente d'après le lemme II.4.3 de [W2]. D'oià le résultat. □ 



4.7 Preuve de 4.3(3) 

Si r — 0, U — {1} et l'assertion 4.3(3) est évidente. Supposons r > 1. On a introduit 
le sous-groupe parabolique — M^U^ en 4.5. Pour x G Mj.{F), posons 



Xj.{c,D,x)— / 'Ep{ux)a{ux)^du. 

JUr(F)nU(F)c 



r{F)nu{F) 
On va montrer que 

(1) cette intégrale est convergente ; le réel D étant fixé, il existe un réel D' tel que 
Xr{c,D,x) « c'''a{xf'ôp^{xy/^E''^{x) 

pour tous c, X. 

Auparavant, montrons que cette assertion entraîne 4.3(3). On a 

X(c,D,m)= / / 'EP[uvrri)a{uvrri)^dudv 

J Mr{F)nU{F)c Jur{F)nu{F)c 

Xr{c, D, vm)dv. 

Mr{F)nU{F}c 

Grâce à (1), on a 

X{c,D,m) « (P' I Sp^{vmy/^E^'-{vm)a{vm)^'dv. 
Jur{F)nu{F)c 

On a Sp^{vm) = Sp^{m) pour tout v. On a Mr — GLi x G, où G est le groupe spécial 
orthogonal de l'orthogonal dans V du plan engendre par Vr et On a M^flf/ = Gr\U. 
Ecrivons m — {a, m), avec a G GLi{F), m G G{F). Alors H^''(î;m) — ^^{vfh). D'oia 

X{c,D,m) « c'''a{af'ôp^{my/^ f E^{vm)a{vmf dv. 

JG{F)nU(F)c 

Mais cette intégrale est analogue à celle de départ : on a remplacé G par G, D par D' et 
m par m. En passant de G à G, on remplace r par r — 1. En raisonnant par récurrence 
sur r, on peut supposer qu'il existe R' tel que l'intégrale soit essentiellement majorée par 
c-^'(j(m)-^'5pn(5(m)^/^S^(m). Alors 

X{c,D,m) « c^'+^'(7(a)^V(m)^'(5p,(m)^/'àpnG(^^i)'^'2^^(m)- 
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Mais àp^{m)ôpç^Q{rh) = 5p{m) et S^(m) = S^(m), d'où la majoration cherchée. 

La preuve de (1) est analogue à celle du lemme 3.3. Introduisons un réel 6 > que 
nous préciserons par la suite. On décompose Xr{c, D, x) en Xr,<b{c, D, x) +Xr,>b{c, D, x), 
où 

Xj.^^i,{c, D , x) = / lcr<b{''J'X)'E'-^{ux)a{ux)^du, 
JUAF)nu(F)c 



Xj.^>b{c, D , x) = / la>b{ux)'E'-^{ux)a{ux)^du. 
Jur{F)nu{F)c 



Dans la première, on a a{ux) < b, donc 



Xr,<b{c,D,x)«h^' j E'^{ux)a{ux) 



""-""'du 

(F) 



pour tout réel D' > 0. D'après [W2] proposition II. 4. 5, si D' est assez grand, cette 
intégrale est convergente et essentiellement bornée par ôp^^xY^'^'E'^^'" (x) . Pour un tel D', 
on a donc 

(2) XrMc,D,x) « b^'âp^ix^/'E^'^ix). 

Introduisons le "sous-groupe radiciel" évident Ur,r-i de Ur- On a la décomposition 
Ur — Ur,\Pr,r-i^ ^vcc la uotatiou de 4.5 et Ur{F) n U{F)c — Ur,\i{F)Ur,r-iiF)c, où 

Ur,r-l{F)c ^'Ur,r-l{F) D U{F),. D'où 

Xr,>b{c, D , x) — / / la>b{uv)E'^{uvx)a{uvx)^dudv. 

JUr,r-l{F)c JUr,i,{F) 

Il existe ci > tel que cr(f) < cic pour tout v G f/r,r-i(-^)c- Si 6 > 2ciC, la condition 
a{uv) > b entraîne a{u) > 6/2. On suppose b > 2ciC. On a encore la majoration 3.3(5), 
d'oii, comme en 3.3, 

Xr^>b{c, F),x) « exp{acic + aa{x)) / lfj>b/2'^^{U')cr{u)^du, 

JUr,n(F) 



pour un o; > convenable. D'après [W2], lemmes II. 1.1 et II. 3. 2, il existe un réel D" tel 
que 

E^ig) « 5p{mp{g)Y'^E^'{mp{g))a{g)^" 

pour tout g G G{F). Alors l'intégrale ci-dessus est bornée par l'intégrale Irfy{b/2, D + D") 
de 4.5. En utilisant les lemmes 4.5 ou 4.6 selon la valeur de r, elle est essentiellement 
bornée par exp{—eb) pour un e > convenable. Enfin, on vérifie qu'il existe C2 > tel 
que l'on ait la majoration 

expi-C2aix)) « ôp^ixY^^E^'^ix). 

Alors 

Xr,>b{c,D,x) « exp{acic+ {a + C2)cr{x) - eb)ôp^{xy^'^E^'-{x). 
On choisit maintenant b — 2cic + e~^acic + e~^{a + C2)cr{x). Alors 

Xr,>b{c,D,x) « SpM'^'E^'^i^)- 
Cette majoration et (2) entraînent (1). □ 
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4.8 Majoration d'intégrales doubles sur U{F) 

Soient D un réel, c et c' deux entiers. Supposons c' > c > 0. Remarquons que 
l'ensemble U{F) — U{F)c' est invariant par translation par U{F)c. Pour m, m! G M (F), 
posons 



X[c,D,m,m')= / Il E'^{uvm)'EF{uv'rn')a{uvrn)^a{uv'm')^dv' dv du, 

Ju{F)/U(F)^ JU{F)c Ju{F)c 

X{c,c',D,m,m') = / / / Ep{uvm) 

J{U{F)-U{F)^,)/U{F)c Ju{F)c Ju{F)c 

{uv'm')a{uvm)^ a{uv'm')^ dv' dv du, 
X{D,m,m')^ / 'EP{um)'EP{um')a{urn)^a{um')^du. 

Ju{F) 

Lemme. (i) Ces intégrales sont convergentes. 

(il) Le réel D étant ûxé, il existe un réel R tel que 

X{c,D,m,m') « c%{mf6p{my^^E^ {m)a{mY6p{m'y/^E'' {m') 

pour tous m, m' G M (F) et tout c > 1. 

(m) Les ternies c et D étant fixés, il existe un réel R et un réel e > tels que 

X{c, c', D, m, m') « exp{-ec')a{m)'^Sp{my^^E^{m)a{mYSp{m'y/''E^{m') 

pour tous m, m' G M{F) et tout c' > c. 

(iv) Le réel D étant ûxé, il existe un réel R tel que 



X{D,m,m') « a(m)^5p(m)^/25^(m)a(m')'^5p(m')'/'S 
pour tous m, m' G M (F). 

Preuve. L'application 



U{F)/U{F), ^ {F/p] 

u ^ + p/, ...,Mi,o + p/) 



'fT 



est un isomorphisme. Définissons une fonction valp sur F par valp{x) = si a; G pp'^, 
valp{x) = valp{x) + c si a; ^ pp'^. Elle se quotiente en une fonction sur F/p'p^. Pour 
u G U{F)/U{F)c, posons valp{u) = ^j^^ ^valp{ui^i-i). Montrons que : 
(1) il existe un réel Di tel que l'on ait une majoration 

E^{uvm)a{uvmfdv « (c - mi|,(ïi))^ig^"'^("V(m)^i(5p(m)^/'H^(m) 

U{F), 

pour tout m G M (F), tout c > 1 et tout u G U{F)/U{F)c. 

Soit a G A{F)nK. On peut remplacer E'^ {uvm)a{uvm)^ par E^{auvma~^)a{auvma~^)^ . 
On peut ensuite intégrer en a. Puisque a commute à m et normalise U{F)c, on obtient 

/ E'^{uvm)a{uvm)^dv << / / E^[aua~^vm)a{aua'~^vm)^dv da. 

Ju{F)c J A{F)nK Ju{F)c 
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Considérons l'application 

A{F)nK ^ U{F)/U{F), 
a I— > aua~^U{F)c. 

On vérifie que son jacobien est borné par g^"'F("). Son image est contenue dans U {F)_yai'' (u)+c/U{F)c 
D'où 



/ E^{uvm)a{uvm)^dv « q'""-''^'-'^^ / 'EP{uvm)a{uvm)^dv du 

^^qvai^u) I EF{vm)a{vm)^dv. 

'^U{F)-val'j^(u)+c 

Il reste à faire appel à 4.3(3) pour obtenir l'assertion (1). 
Grâce à (1), on a 

X{c,D,m,m') « a{mf'ôp{my/^E''{m)a{m'f'ôp{m')E''{m') 



j 

JUi 



(c-mi|,(M))2^ig2^'^'^(")ciH. 

IU(F)/U{F)c 

Cette dernière intégrale est produit d'intégrales du type 

(2) / (c-m/^(a;))2^ig''^"^^(^)dx. 

On vérifie qu'il existe un réel D2 tel que cette expression soit essentiellement bornée par 
c^2. On en déduit une majoration similaire pour l'intégrale intervenant dans la formule 
ci-dessus. Alors X(c, D,m, m') vérifie la majoration du (ii) de l'énoncé. 
Grâce à (1), on a 

X{c,D,m,m') « a{mf'ôp{m)^/^E^{m)a{m'f'Sp{m')E^{m') 



I(v 



(c-m/^(M))'^ig2''"'^(")dïi. 

'{U{F)-UiF)^,)/U{F), 

Cette dernière intégrale est combinaison linéaire de termes qui sont des produits d'intégrales 
du type (2) et d'au moins une intégrale du type 

(3) / (c-mZ^(x))'^ig2mi^(^)(ix. 

On vérifie qu'il existe e > tel que cette expression soit essentiellement bornée par 
exp{—€c'). On en déduit le (iii) de l'énoncé. 

Soit V e U{F) n K. Dans l'intégrale X{D,m,m'), on peut remplacer E'^{um) par 
E^{vum), puis intégrer sur v. Donc 

X[D,m,m') « l l E'^[vum)E'^[um')a{vum)^a{um')^dudv. 

Ju{F)nK Ju{F) 

Choisissons c tel que U{F) H K G U{F)c. On peut remplacer l'intégrale sur U{F) n K 
par l'intégrale sur U{F)c- Ce groupe étant distingué dans U{F), on peut remplacer vu 
par uv. On peut ensuite décomposer l'intégrale sur U (F) en la composée d'une intégrale 
sur U{F)c et d'une intégrale sur U{F)/U{F)c. On obtient alors 

X{D, m, m') << X{c, D, m, m'), 

et l'assertion (iv) résulte de (ii). □ 
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4.9 Comparaison de et 

Lemme. Supposons r — 0. Il existe e > tel que E'^{h) « exp{—€a{h))E^ (h) pour 
tout h e H (F). 



Preuve. On a nécessairement dan,v = c?an,w±l- Si dan,v = dan,w + ^, fixons un système 
hyperbolique maximal {e±j)j=i^,,,^n de W. C'est aussi un système hyperbolique maximal 
de V. Si dan,v = dan,w — 1, fixons un système hyperbolique maximal {e±j)j=2,...,n de 
W. Notons Wan l'orthogonal dans W du sous-espace engendré par ces vecteurs. Fixons 
un système hyperbolique maximal (e±i) de Wan © Dq. Alors {e±j)j=i^,,,^n est un système 
hyperbolique maximal de V. On pose i — 1 dans le premier cas, i — 2 dans le second. 
Notons Amin le sous-tore déployé maximal de G formé des éléments qui conservent chaque 
droite Fe±j pour j = 1, n et qui agissent trivialement sur l'orthogonal du sous-espace 
engendré par ces vecteurs. Pour a G ^^^^^(F), et j = 1, n, on note aj la valeur propre 
de a sur le vecteur Cj. Posons A^-^ — Aj^m^H. C'est un sous-tore déployé maximal de H. 
On sait qu'il existe un sous-ensemble compact F de H[F) tel que H[F) = FA^,j^j(F)F. 
Il suffit donc de démontrer le lemme pour les éléments de A^j^^{F). On va démontrer 

(1) il existe un réel D tel que 

5«(/i) « 5^(/i)(7(/i)^g-2:.=.....nl-'H/».)l/2 

pour tout h e A^i^{F). 

Cette relation implique la majoration de l'énoncé. Notons 6 le groupe des permu- 
tations s de {±l,...,±n} telles que s(—j) = —s{j) pour tout j G {±l,...,±n}. Si 
dan,v = dan,w + 1, OU posc &^ = 6 ; si dan,v = dan,w — 1, OU uotc le sous-groupc des 
s e s qui fixent 1 et —1. Pour tout s G 6, notons Amin{F)~ l'ensemble des a G Amin{F) 
tels que 

valpiagn) > ■■■ > valplasi) > 0. 

Le groupe A^^^{F) est contenu dans la réunion des Ajnin{F)j quand s décrit On 
peut fixer s et se limiter à prouver (1) pour h G A^-^{F) fl Amin{F)~ . Fixons donc s. 
Quitte à réindexer notre système hyperbolique, on peut supposer s = 1. On abandonne 
les indices s, en conservant les exposants — . Notons Pmin le sous-groupe parabolique de 
G formé des éléments qui conservent le drapeau 

Fcn C Fcn © Fcn-i C ... C Fe„ © ... © Fei. 

Posons P^^ = Pmin^H. D'après [W2] lemme II.l.l, pour h G A^^{F) n Amin{F)- , on 
a 

min 

Ce dernier terme est égal à 

■J^J 1^ |i-t+(ian,w/2 
j=i,,...,n 

D'après la même référence, il existe un réel D tel que 

^^{h) «a{hfôpaJhy/\ 

Ce dernier terme s'écrit 



n " 

j=l,...,n 



J-l+dan,v/2 

■j\F 
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Remarquons que dany/"^ — 1 = 1/2 + dan,w/'^ — i et hi — 1 si i — 2. Ces relations 
entraînent (1). □ 



4.10 Preuve des relations 4.3(4) et 4.3(5) 

On veut prouver la convergence de 

(1) / E^{h)E^{hu)a{hu)^dudh. 
Jh{f)u{f)c 

On utilise 4.3(3) pour majorer l'intégrale sur U{F)c. En remarquant que 5p{h) — 1 
et E'^{h) = E^°{h), on obtient qu'il existe un réel D' tel que l'intégrale ci-dessus soit 
essentiellement bornée par 



/ E''{h)E^'>{h)a{hfdh. 
Jh{f) 



En appliquant le lemme 4.9 à Gq, il existe e > tel que cette expression soit essentielle- 
ment bornée par 

/ E"{hfexp{-ea{h))dh. 

JH{F) 

Or cette intégrale est convergente d'après [W2] lemme IL 1.5. D'où la relation 4.3(4). 
On veut prouver la convergence de 

(2) f ! E°{hu)E''{h'h)E^{h'u')(7{huf(7{h'uYdu'dh'dudh. 

Jh{F)U{F)c Jh{F)U{F)c 

Soit le sous-groupe compact spécial de H{F) sous-jaccnt à la définition de 5^. 
On peut remplacer h par kh, avec k G , puis intégrer sur fc, tout en divisant par 
mes{K^). Or E^{khu) « E^{hu) et a{khu) « a{hu). Le procédé ci-dessus revient 
donc à remplacer le terme E^ {h'h) par 



mes{K")-^ I E"{h'kh)dk. 



D'après [W2] Icmmc II.1.3, ceci n'est autre que E^{h')E^{h). Alors l'expression (2) 
apparaît comme le carré de l'expression (1). Elle est convergente puisque (1) l'est. Cela 
prouve la relation 4.3(5). 



4.11 Majoration d'une intégrale de fonctions d'Harish-Chandra, 

cas r = 

On suppose dans ce paragraphe r — 0. Soit D un réel. Pour h G H{F) et A?" > 1 un 
entier, posons 

x{h,N,D)= I E^{hx)E^{x)KN{x)a{x)^dx. 
Jg{f) 

Lemme. Cette intégrale est convergente. Le réel D étant ûxé, il existe un réel R tel que 

x{h,N,D) « E^{h)N%{h)^ 
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pour tout h e H (F) et tout entier N >1. 

Preuve. Si V est anisotrope, le groupe G{F) est compact et l'assertion est évidente. 
On suppose que V n'est pas anisotrope. Comme dans la preuve de 4.9, dont on reprend 
les notations, on introduit un système hyperbolique maximal (e±j)j=i,...,„ de V. On note 
Van l'orthogonal dans V du sous-espace engendré par ces vecteurs. Si dany = dan,w + '^, Vq 
appartient à K„. Si dan,v = dan,w~^, on peut choisir ci et e_i de sorte que Vq = ei+uge^i, 
où uq = qv{vo)- Il suffit de démontrer le lemme pour h G A^-^{F). En effet, il existe un 
sous-ensemble compact F" de H{F) tel que H{F) = A^j^^{F)r^ . Ecrivons h = 7' 07, 
avec 7,7' G et a E On effectue le changement de variable x 1— > ^~^x. 

Puisque la fonction kn est invariante à gauche par H {F), on obtient 

x{h,N,D)= I E^{yax)E^{-f-^x)KNix)a{-f-^xfdx. 

JG{F) 

Mais cette expression est essentiellement majorée par x(a, iV, D), d'où l'assertion. 

On suppose donc h G A^^^{F). Fixons un sous-groupe d'Iwahori I de G{F) en bonne 
position relativement à Amin- H est loisible de supposer que EP est biinvariante par I 
(par contre, on ne suppose pas que / soit inclus dans le sous-groupe compact spécial K 
que l'on a fixé, c'est-à-dire dans le fixateur du réseau R). D'après Bruhat-Tits, il existe 
un sous-ensemble ouvert compact F de G{F) tel que G{F) = IAmin{F)F. On fixe F et on 
suppose 7 C F. Le groupe lOAminiF) est le sous-groupe compact maximal de Amin{F). 
L'application 

■^min{F) — > 

a H- > {val (0,1 ) , . . . , val p (an)) 

se quotiente en un isomorphisme de AminiF)/{I fl AminiF)) sur 1/^. Fixons un sous- 
ensemble A C Amin{F) qui s'envoie bijectivement sur Z". Alors 

x{h,N,D)<J2x{h,N,D,a), 

OÙ 

x(h,N,D,a) = / E'^{hx)E'^{x)KN(x)a(x)'^dx. 

JlaV 

Comme en 4.9, introduisons le groupe de permutations © et, pour tout s G ©, le sous- 
ensemble Amin{F)~ . Posons A7 = A n Amin{,F)~ . Alors A est réunion des A~. Il nous 
suffit de fixer s et de majorer A^, -D)^, où 

X{KN,D):^ J2x{h,N,D,a). 

aeAJ 

Fixons donc s. Quitte à réindexer notre système hyperbolique, on peut supposer s = 1. 
On abandonne les indices s dans les notations précédentes, en conservant seulement 
les exposants — . Il faut prendre garde au fait que, dans le cas où dan,v = dan,w — 1, la 
réindexation n'a pas de raison de conserver les vecteurs ei et e_i. Ceux-ci se transforment 
en des vecteurs que nous notons e±t, avec t G {1, ...,n}. On a cq = H- Poe-t ou cq = 
VQCt+e-t. On introduit le sous-groupe parabolique Pmin — MminUmin de G comme en 4.9. 
Soit a G A-. On a l'égalité I = {lr)Umin{F)){lr)Pmin{F)) et a-\lr)Pmin{F))a C 7 C F. 



48 



Donc loT — (/nC/mm(-^))ar. On vérifie que la mesure de cet ensemble est essentiellement 
bornée par 5p^^^(a)~'^. Donc 

X{K D,a)« 5p^,^ (a)-^ / / E'^{hya^)'Ep{ya^)KN{ya^)a{ya^fd-i dy. 

Il existe un entier Ci > tel que TR C p'^'^^R. De la définition de la fonction résulte 
que KN{yaj) < KN+ci{ya)- Alors 

x{h,N,D,a) «ôp^,^{a)-^E^{a)a{af / E^{hya)KN+cr{ya)dy. 

Grâce au lemme II. 1.1 de [W2], il existe un réel Di tel que 

ôp_{a)-'E^{a)a{af « (5p^,„(a)-VV(a)^^ 

D'autre part, pour le résultat que l'on veut obtenir, le changement de A'^ en A?^ + ci est 
insignifiant. Il nous suffit de majorer 

(1) $^5p_(a)-VV(a)^^r(/.,7V,a), 

aeA- 

011 

Y{h,N,a)= / Ep{hya)KN{ya)dy. 

Définissons des entiers N{h) et b{h, N, a) par N{h) = sup{N, N — valpihn)), b{h, N, a) = 
sup{0,valF{an) — N{h)). Montrons que 
(2) il existe e' > tel que 

Y{h,N;a) « exp{-e'b{h,N,a)) / EP{hya)dy 

JlnUmir,{F) 

pour tous h e A^-^{F), N >1, a e A'. 

Si valp^an) < N, il suffit de majorer UNiyo) par 1- Supposons valpian) > N. Sup- 
posons d'abord que vq est orthogonal à e„ et e_„, c'est-à-dire que dan,v = dan,w + 1 ou 
dan,v — dan,w — 1 et t ^ Ti. lutroduisous le sous-groupe de G {F) formé des éléments 
u{z), pour z E F, définis ainsi : u{z) envoie Vq sur vq + zCn, e_„ sur e_„ — — ^e„, 
et fixe e„ ainsi que l'orthogonal du sous-espace engendré par e_„, vq et e„. Il existe un 
entier C2 tel que u{z) G / fl Umin{,F) pour valpi^z) > C2. On a h'^u{z)h = u{h~^z). Pour 
z e pS^pi<^2,vaiF{h„)+c2) ^ deux éléments u{z) et h~^u{z)h appartiennent à / fl Umin{F). 
Pour un tel z, on ne modifie pas Y{h, N, a) en remplaçant h par u{z)h. On peut ensuite 
intégrer en z, tout en divisant par mes(p^^^'^^'''"'^^'*"^"^'^^^). On effectue le changement de 
variable y i— > h~^u{—z)hy et on obtient 

(3) Y{h,N,a)^ [ EP{hya)KN,h{ya)dy, 

où 

K^^ya) = me.(pr^"'^"'"^'"^^"y' / , ,,,,,, K^{u{-h-'z)ya)dz. 



F 
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Supposons KN{u{—h^^z)ya) — 1. Alors a ^u{h^^z)vQGp '^i?, c'est-à-dire a ^{vo+ 
h'^zcn) e p~^i?. Il existe C3 tel que valF{qv{^-n,v)) > C3 pour tout v & R. Donc 

valpiqvie-n, a~^y~\vo + h'^zcn))) > C3 - iV. 

Puisque y G Umin{F), on a y~^e„ = e„, donc 

qvie_n:a~^y~^{vo + h~'^zen)) = qv{ae_n,y'^Vo + h;^^zen) = a~'^qv{e-n,y'^vo) + a;^^h;^^z. 

En posant z{h,y) = —hnqv{G-n,y~^VQ) et c{h,N,a) — valpian) +valF{hn) + C3 — N, on 
a donc z G z{h, y) + p'^p^'^'"'\ Alors 

< zn/(l, mes(p^"^('=^'""'^('^")+'=^))-imes(pf ''^'"^)). 

On vérifie qu'il existe e' > tel que cette dernière expression soit essentiellement bornée 
par exp{—e'b{h,N,a)). Alors (3) entraîne la majoration (2). Supposons maintenant que 
Vq n'est pas orthogonal aux deux vecteurs e„ et e_„. C'est-à-dire que dan,v = dan,w ~ 1 
et t — n. On peut écrire vq = UnCn + V-n^-n- Introduisons le sous-groupe de Amin{F) 
formé des éléments a{z), pour z G l + pp, définis ainsi : a{z)n = 2; et a{z)j — 1 pour tout 
j = 1, n — 1. Il existe un entier C4 > tel que a{z) E I H K pour tout ^ G 1 -|- p^. Un 
tel a{z) normalise /fl Umin{F), on peut donc effectuer dans Y {h, N, a) le changement de 
variable y a{z)~^ya{z), puis intégrer en z, à condition de diviser par mes(l -|- p^). 
Puisque a{z) commute k a et h, on obtient 

(4) Y{h,N,a)= [ E'^ihyaXMdy, 

JlnUmin{F) 

OÙ 

K,'^{ya) — mes{l + pp)^^ / KN{a{z)~^ya)dz. 

Supposons KN{a{z)~^ya) = 1. Alors a~^y~^a{z)vo G pp^R et, comme ci-dessus, 

valpiqvie^n, a''^y''^(iiz)vo)) >C3-N. 

On a 

qv{e-n,a~^y~^a{z)vo) = qv{ae^n,y~^a{z){i^^ne^n + «^«en)) 

Posons z{y) = v_n^~^qv{e_n-iy~^^-n) et c{N,a) = valp^an) + C3 — iV — valpii'n)- Alors 
valF{z{y)+z'^) > c{N, a). Notons Z{y, N, a) l'ensemble des z qui vérifient cette condition. 
Alors, comme ci-dessus, 

i^lfiya) < irif{l, mes{l + pp)~^mes{Z{y, N, a))). 

On a mes{Z(y, N,a) << mes{pp^'"'^). Puisque t — n, on a, hn — i par définition de 
notre système hyperbolique. On vérifie qu'il existe e" > tel que l'expression ci-dessus 
soit essentiellement bornée par exp{—e"b{h,N,a)). Alors (4) entraîne (2), ce qui achève 
la preuve de cette relation. 
Montrons 
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(5) il existe des réels D2 et D3 tels que 



L 



InUmin{F) 

pour tout h e Amin{F) et tout a G A~. 

On peut fixer s G © et supposer h G AmmiF)^. L'élément s détermine un sous-groupe 
parabolique minimal Pmin,s = MminUmin,s formé des éléments de G qui conservent le 
drapeau 

Fcsn C Fesn e Fe,(„_i) C ... C Fe^n ... 

On note Ûmin,s le radical unipotent de Pmin,s- On a l'égalité I f\Umin{F) = {lnUmin{F) fl 
UminAF'Wf^UminiF) D Ûmin^,{F)). Pour y G I f\Umin{F) H on a hyh-^ G /. 

Donc 

/" EP{hya)dy« I EP{hya)dy 

«5o(h) / E^(yha)dy, 

J hiInUmir^{F)nUmin,s(F))h-i 

on So{h) est la valeur absolue du déterminant de ad{h~^) agissant sur Mmin{F)r[\Xmin,s{F) . 
Pour V G / n Umin{F) n Umin,s{F), OU a Ep {vyho) = E'-'{yha). Donc 

/ EP {hya)dy « ôo{h) / / 'Ep{vyha)dydv. 

JlnUmiu{F) J InUmiu{F)nUminAF) J KI<^Umin{F)nÛmiuAF))h-^ 

Dans le domaine d'intégration, on a (T{vy) « a{h). Pour tout réel > 0, on a donc 

Ep{hya)dy « Soih) 

InUmi„{F) J InUmi„{F)r\Umin,s{F) 

/ EP{vyha)a{h)^'^a{vy)-^'''dydv 

Jh{InUmin{F)nUmin,s{F))h-^ 

«ôo{h)a{h)^' I EP{uha)a{u)-'^Hu. 

Umin {F) 

D'après [W2], proposition II.4.5, il existe un réel -D3 > tel que la dernière intégrale soit 
convergente et essentiellement bornée par a{ha)^^Sp^^^{hay^^ pour tout x G 
Fixons un tel D^. On obtient 

(6) / E''{hya)dy « <j{hf^'^<j{a)'>'^5,{h)5p_{haf/\ 

JlnUmin{F) 

On calcule So{h)Sp^,M^/^ = ^PminÀ^f'^ ■ D'après [W2], lemme II.l.l, on a 

5p^,^M'' «^""ih) 

puisque h G Amin{F)^ ■ Alors (6) entraîne (5). 

Grâce à (2) et (5), l'expression (1) est bornée par 

(7(/i)^25^(/i) a{af'+'''exp{-e'b{h,N,a)). 

aeA- 
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On peut identifier A~ à l'ensemble M. des familles m = {nin, ...,mi) d'entiers telles que 
'iTT'n > TTin-i > ■■■ > TTii > 0. Pour Une telle famille, posons h{h,N,rn) — b{h,N,a) où 
a e A~ correspond à la famille m. C'est-à-dire que b{h, N, m) — sup{0, run — N{h)). On 
vérifie que 

exp{—e'b{h,N,rn)) 

est convergente et qu'il existe un réel D4 tel que cette expression soit essentiellement 
majorée par N{h)^\ De plus N{h)^^ « N^*{1 + IvahiK)])^* « N^*a{h)^\ Alors 
l'expression (1) est bornée par 

C'est ce qu'on voulait démontrer. □ 

4.12 Majoration d'une intégrale de fonctions d'Harish-Chandra, 

cas r > 

Soient D un réel, C > un réel et c > 1, iV > 1 deux entiers. Posons 
x{c,C,N,D)= [ I l^>c{u)E'^{m)E^{um)KN{m)ôp{mY^/^a{u)^a{m)^dudm. 

JM{F) Ju{F)c 

Lemme. Cette expression est convergente. Le réel D étant fixé, pour tout réel R, il 
existe a > tel que 

X(c, C, A^, D) « exp{-cR)N-^ 
pour tout c>l,N>let tout C tel que C > a{log{N) + c). 

Preuve. Pour i = 1, r, on a introduit en 4.5 le sous-groupe parabolique Pi = MiUi. 
Posons Ul — Mj+i n Ui, avec la convention Mj.+i — G. Le groupe U est produit de ces 
groupes C/j'. D'oià 

x{c,C,N,D)^ [ I ... I l,>cK...Mi)5^(m)H^K...iiim) 

Jm{f) Ju[{F)nU(F)c Ju;.(F)nu{F)c 

K,]\f(m)Sp{m)~^^^a{ur---Ui)^a{m)^dUr...dui dm. 

Introduisons une fonction b sur {1, r}, à valeurs réelles strictement positives, que nous 
préciserons par la suite. Si nous supposons 

(1) C> bi^), 

i=l,...,r 

la condition la>c{ur...ui) — 1 entraîne qu'il existe i tel que la>b{i){ui) — 1. Donc 
x(c, C, A^, D) est majorée par la somme sur les sous-ensembles non vides J de {1, r} 
des x(c, C, N, D; J), oià, dans ce dernier terme, on restreint l'intégration aux Ui vérifiant 
les conditions 

- si i e J, a{ui) > b{i) ; 

- si i ^ J, (T{ui) < b{i). 
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On peut fixer J et majorer x(c, C, N, D; J). Notons j le plus petit élément de J. On 

a 



(2) xic,C,N,D;J)« [ ! - ! [ [ i U 

Jm{F) Ju[(F) Ju'._^{F) JU'.(F)nU{F), JUj+r{F)nU{F), i=i,...j_i 

'^a>b{j){uj)'^^ {rn)'E'^ {uj^iUj..Mim)hiN{T^^ dm. 
La même preuve qu'en 4.7 permet de majorer 



/ "EP {uj+iUj...uirn)a{uj-^i. ..ui)^duj+i 

Juj+i{F)nU{F)c 



par 

c'^'a{uj..Aii)^'a{m)^'5p^^-^{uj..MimY/^E^J+^{uj....Uim) 

pour un réel Di convenable. On ôp^^-^{uj...Uim) = ôp.^j^{m). Le groupe Mj^i est de la 
forme Aj^iG, oii G est un groupe spécial orthogonal et Aj^i est le plus grand sous-tore 
central et déployé de Mj+i. On a, M — Aj^iM, où M — M (1 G. On remarque que, 
pour a e Aj+i{F) et m G M{F), on a E'^^+^{uj...uiam.) = E^{uj...uim.), E^{am) = 
E^'^'^ (rh) , 5p{am)~^^'^5p.^^{uj...UxmY/'^ — àp^Q{m)~^/'^ et ^^{ani) — «;jv(a)«;^(m), oii 

K% est l'analogue de kn pour le groupe G. Alors x(c, G, N, D; J) est borné par le produit 
de c^^ , de l'intégrale 

/ KNia)a{a)^+^'da 

Jaj+,{F) 

et de l'intégrale 

Jm{F)Ju[{F) Ju'._^{F)Ju'.{F)nU{F), 

L'intégrale sur Aj+i{F) est produit d'intégrales 

/ {1 + \valF{x)\)^ \x\p^dx 

J xeF;\valFix)\<N 

qui sont convergentes et bornées par une puissance de A^. La deuxième intégrale est 
exactement le membre de droite de (2) quand on remplace G par G, j par le nombre f 
analogue de r pour G, et D par D + Di. Cela nous ramène au cas oii j = r, ce que nous 
supposons désormais. On doit se rappeler qu'à la fin, il faudra multiplier la majoration 
obtenue par c^'-N^'-^, pour un certain réel 

Supposons donc j = r, c'est-à-dire J = {r}. On effectue le changement de variable 
Ur I— > Ur-i---UiUrUÎ^ ...u~\. Cela ne change pas le domaine d'intégration, mais change 
la->b{r){U'r) Gu l^>i)(^r){''^r-i- ■■UiUrUÏ^ ...u~\) . Définissons Une fonction bi sur {1, ...,r} par 
bi{i) = b{i) — '^^ii ^ib{i') . Supposons bi{i) > pour tout i. Si (7(?ij) < b{i) pour tout 

i = l,...,r — 1 et l(^>b{r){'U'r-l---'U'l1J'rUÏ^ ■■■U~\) = 1, on a la>bi(r)iUr) = 1. D'oil 

X{c,C,N,D;{r}) « - / ( TT la<6(i)(Mi))la>6i(r)K) 

Jm{f) Ju[{f) Ju'^_^{f) JuUF)nU{F)c i=l,...,j-l 
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E^{m)E'^{ur-i..-UiUrm)K,N{nT')àp{m) ^^'^a{ur-i...uiUr)^a{m)^dur...dui dm. 

On & = Ur et on peut décomposer ce groupe en Ur,r-iUr,\^- H existe ci > tel que, 
pour V e Ur,r-i{F) et u Çl Ur,i,{F), les conditions vu G U{F)c et la>bi(r){vu) entraînent 
a{u) > bi{r) — c\c. Renforçons la condition hi{ï) > en 

(3) hiii) > cic pour tout i, 
et posons 62 (i) = 61 (i) — CiC. Alors 

xic,C,N,D;{r})« [ I ■■ I [ / ( Il ^'r<mi^^)) 

Jm{F)Ju[(F) Ju;._-,(F) JUr,r-l(F)nU{F)c JUr,tf{F) i=l,...J_l 

ia>b2{r){u)'^'^ {rn)E'^{ur-i...UiVum)KN{rn)Sp{m)~^^'^a{ur-i...UiVu)^a{m)^ dv dUr-i-.-dui dm. 
Grâce à 3.3(5), il existe C2 > tel que 

E'-'{ur-i...UiVum) << exp{c20'{ur-i...Uiv))'Ef'{um). 

Dans le domaine d'intégration, on a (7{ur-\...uiv) « c + X^j^^ ^-1^(0- existe donc 
C3 > tel que 

E^{ur-i...uivum) << exp{c3{c+ b{i)))E^ (um) . 

i=l,...,r-l 

Alors x(c, C, A^, D; {r}) est borné par le produit de exp{cs{c + ^j^^ de 
l'intégrale 

... / ( n la<6(i)('"0)<^('"r-l--1il'y)^C?Ï^C?Mr-l--C?Wl, 

J!7{(F) JK_iiF) JUr,r-iiF)nU{F)c i=i,...j_i 

et de l'intégrale 

Z{b2{r),N,D) = / / l^>62(r)(M)5^(m)S^(Mm)«;jv(m)5p(m)-^/V(M)^a(m)^(iMdm. 

La même preuve qu'en 4.4 montre que la première intégrale est bornée par une exponen- 
tielle de c + b{i). Il existe donc C4 > tel que 

(4) x{c,C,N,D;{r})«exp{c,{c+ 6(i)))Z(62(r), AT, L>). 

i=l,...,r--l 

On doit majorer Z{b2{r), N, D). On commence par changer la variable u en u~^. D'après 
[W2], lemme II. 1.1 et II. 3. .2, il existe un réel Ds tel que, pour tout g G G{F), on ait 

E^ig) = E^ig-') « ôp{mp{g-')f''E'' {mp{g-'))a{g)^\ 

On applique cette relation kg — u'^m. On a mp{g~^) — m~^mp{u) et ôp{m'~^) — Sp{m), 
d'où 

Z{b2{r),N,D) « f f l,^,,^r){u)E'"{m)ôp{mp{u)y/^E^'{m-'mp{u))KN{m) 

JM{F) JUr,^{F) 

a{uf+'''a{mf+'''dudm. 
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On décompose M en AGq. Comme plus haut, on peut majorer l'intégrale sur A{F) par 
une puissance de N et on obtient qu'il existe D4 tel que 

Z{h{r),N,D) « 7V^^ / / l,^,^^r){u)E''°{x)Sp{a{u)y/^E''''{x-'go{u))KN{x) 

a{uf+'''a{xf+'''dudx, 

où, pour tout u e Ur,[^{F), on a écrit mp{u) — a{u)go{u), avec a{u) G A{F) et go{u) G 
Go{F). Supposons d'abord r > 2. On remarque qu'alors [4,1] (-^) est invariant par conju- 
gaison par Gq{F), a fortiori par K n Gq{F). Soit k G K H Gq{F). On peut remplacer 
la variable u par kuk~^, puis intégrer en k. Changer u en kuk~^ ne modifie qu'une 
seule des fonctions que l'on intègre, à savoir Ep° {x~^ gQ{u)) . On a gQ{kuk'~^) — kgo{u)k~^ 
d'oii, puisque S*^" est invariante par K fl Go{F), [x~^ gç,{k:ukr^)) = 'E'^" {x~^ kgQ{u)) . 
Or, d'après [W2], lemmc II. 1.3, l'intégrale de ce terme sur k E K H Go{F) est égale à 
E'-'° {x~^)E'^° {go{u)) , ou encore à E'^° {x)E'^'^ (go^u)) . On voit alors que 

Z{b2{r),N,D) « N''^x''°ihN,D + Ds)Ir,^{b2{r),D + Ds), 

avec les notations introduites en 4.5 et 4.11 (l'exposant Gq indiquant que le groupe 
ambiant est Gq au lieu de G). D'après les lemmes de ces paragraphes, il y a un réel 
et un réel e > tel que 

(5) Z{b2ir), N, D) « N^'exp{-tb2{r)). 

Supposons maintenant r = 1. Dans ce cas, on introduit le sous-espace de V orthogonal 
à Dç) et son groupe spécial orthogonal Gj. On fixe un sous- groupe compact spécial fTj 
de Gjj(F). Le groupe Ui^\^ est contenu dans le groupe Gjj. Ecrivons mp^{u) = af^{u)gQ^f^{u), 
avec a^{u) e A{F) et go,^{u) e Go{F)r\G^{F) = H{F). Comme dans la preuve du lemme 
4.6, les éléments a{u)a\j{u)~^ et go{u)go,i{u)~^ restent dans des compacts. En utilisant les 
relations E'^° {x~^ go{u)) « E'-^° {x~^ gQ^^{u)) — E'-^°{gQ^^{u)~^x), on voit que l'on a 

Z{b2{r),N,D) « iV^* / l,>b,(.)(«)5p(a(«))^/2^«o(^^^^(„)-i^;V^^+^3)^(^)i?+D3^^_ 

En utilisant les lemmes 4.11 puis 4.6, on obtient encore une majoration de la forme (5). 

Les formules (4) et (5) fournissent une majoration de x(c. G, N, D; {r}). Revenons au 
terme plus général x(c. G, N, D; J). On doit remplacer r par j. On doit aussi multiplier 
la majoration issue de (4) et (5) par c^^N^'^. Mais le terme c^^ est absorbé par le facteur 
ea;p(c4c) qui figure dans (4), quitte à augmenter C4. On obtient qu'il existe des réels C5, 
D5, e, tous strictement positifs, tels que 

(6) x(c, C, TV, D- J) « N'^^expic^ic + ^ - eb2{j)). 

i=l,...j-l 

Soit R un réel. Fixons, indépendamment de c, G et N, une fonction b* sur {l,...,r}, 
à valeurs réelles strictement positives. On en déduit comme ci-dessus une fonction 6*. 
Supposons que bl vérifie 

bUi) > Cl, 

ebl{i)-C5 b*{j) > sup{R + C5 + eci,R + D5) 

i'=l,...,i-l 
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pour tout i. Une telle fonction existe, ces conditions pouvant être imposées par récurrence 
sur i. Prenons pour fonction b la fonction b{i) — {c + log{N))b*{i). Cette fonction vérifie 
(3). On a 

C5(c + J2 ^W) - ^^2(i) < -{R + D^)log{N) - Rc. 
i=i,...,j-i 

Alors la majoration (6) devient 

X(c, C, N, D; J) « N-^exp{-Rc), 

c'est-à-dire celle que l'on voulait. La seule condition que l'on a imposée à C est la 
condition (1), qui s'écrit C > a{c + log{N)), où a = ^^^i D 



4.13 Preuve de la relation 4.3(2) 

On veut majorer 

I{N,D)^ f E^{g)\Ma(gfdg. 
Jg{f) 

Par la décomposition usuelle de la mesure dg, on a 



I{N,D) = 




Le k disparaît et l'intégrale sur K également. Puisque kn est invariante à gauche par 
U{F), l'intégrale en u est celle notée X{D, m, m) en 4.8. D'après le (iv) du lemme de ce 
paragraphe, on obtient 

I{N,D)«[ E^^{mynN{m)a{mf'dm, 
Jm{f) 

pour un réel D' convenable. On décompose M en AGç). Comme dans la preuve précédente, 
on obtient 

I{N,D)« [ aio)""' KN{a)da f a{g^)'''E^^{gofKN{go)dgo. 

Ja(F) JGo{F) 

La première intégrale est convergente et bornée par une puissance de N. La seconde 
intégrale n'est autre que x(l, N, D'/2), avec la notation de 4.11 appliquée au groupe Go- 
Par le lemme de ce paragraphe, elle est convergente et bornée par une puissance de N. 
D'où la relation 4.3(2). 



4.14 Preuve de la relation 4.3(7) 

La conclusion que l'on veut obtenir nous autorise à supposer c' > c. Alors l'ensemble 
U{F) — U{F)c' est invariant par translation par U{F)c et on peut décomposer l'intégrale 
en u' G U{F) — U{F)c' en composée d'une intégrale sur U{F)c et d'une intégrale sur 
{U{F) - U{F)^,)/U{F)^. C'est-à-dire 

I{c,c!,N,D)— j l j / 4>{m,h,u,u'vi; D)dvidu' dudhdm. 

Jm{F) Jh{F)U(F)c J{U{F)-U{F)^i)/U{F)c Ju{f)c 
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Posons V2 — u'~^u~^h~^u'vih. Le groupe H{F)U{F)c normalise U{F)c et agit triviale- 
ment sur U{F)/U{F)c. Quand u décrit U{F)c, V2 décrit le même ensemble. On remplace 
la variable u par V2- Le jacobien de cette transformation est 1 et on obtient 



pour un réel Di convenable. La triple intégrale intérieure est essentiellement X[c, c', D, m, h 
avec la notation de 4.8. En appliquant le (iii) du lemme de ce paragraphe, et en remar- 
quant que Sp{h) — 1, on obtient 



pour des réels D2 et e > convenables. Comme dans le paragraphe précédent, on 
décompose l'intégrale sur M {F) en produit d'intégrales sur A{F) et Gq{F). L'intégrale 
sur A[F) est bornée par une puissance de N . D'après le lemme 4.11, l'intégrale sur Gq{F) 
est bornée par exp{—e' a{h))E^ {h)N^^ pour des réels D3 et e' > convenables. Il reste 
une intégrale 



Jh{f) 

qui est convergente. Finalement, on a une majoration 

I{c,c',N,D) « exp{-ec')N^\ 

pour im réel D4 convenable. Soit R un réel. 11 existe a > tel que, si c' > alog{N), 
l'expression ci-dessus est majorée par N~^. C'est ce qu'il fallait démontrer. □ 

4.15 Preuve de la relation 4.3(8) 



Puisque c est fixé, on peut aussi bien majorer le membre de droite, autrement dit supposer 
c = c'. Introduisons un réel b > que nous préciserons plus tard. On a 



I{c,c',N,D)« I [ E^{h)a{h)°^KN{m)a{mfôp{m)-^l 







On a 



7(c, c', N, C,D)« I{sup{c, c'), sup{c, c'), N, C, D). 



I{c', c', N, C, D) = I>b{c', c', N, C, D) + I^,{c', c', N, C, D), 



où 




ia>b{h)la>c{hu)(f){m, h, u, u'; D)du' du dh dm, 



et 




^a<h{h)'^a>c{hu)(t){m, /i, U, u'] D)du' dudhdm. 
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Dans la première intégrale, on majore la>c{hu) par 1. On effectue le changement de 
variable u i— > h~^u'hu~^ et on obtient 

/>6(c',c',7V,C,L') « / / l,>5(/i)5^(/i)«;jv(m)a(/i)^V(m)^5p(m)-^ 

Jm{f) Jh{f) 

I I E^{u'm)E^{uh-^m)a{u)^a{u')^'du'dudhdm, 

Ju{F)^, Ju{F)^, 

pour un réel Di convenable. Les intégrales sur U{F)c' sont majorées par 4.3(3). On en 
déduit une majoration 

I>,{c', c', N, C, D) « c'^^ / / l,>,(/i)S^(/i)S^(m)S^(/i-im)«:^(m) 

Jm{f) Jh{f) 

a{h)^^a{m)^^dhdm, 

pour un réel D2 convenable. Ainsi qu'on l'a déjà fait plusieurs fois, on décompose 
l'intégrale sur M (F) en le produit d'intégrales sur A{F) et Go{F). L'intégrale sur A{F) 
est bornée par une puissance de N. L'intégrale sur Go{F) est l'expression x'^°(/i~^, N, D2) 
de 4.11. En utilisant le lemme de ce paragraphe, on obtient 

I>b{c', c', N, C, D) « c'^^iV^^ / l,>fe(/i)S^(/i)S^°(/i)a(/i)^^d/i, 

Jh{f) 

pour un réel convenable. D'après le lemme 4.9, il existe e > tel que ceci soit borné 
par 

c'D^j^Ds f i^^^{^h)E^ {hfexp{-ea{h))dh. 

JH{F) 

Pour (t(/i) > 6, on a exp{—e(T{h)) < exp{—eb/2)exp{—€a{h)/2), d'oià 

I>b{c', c', N, C, D) « c'^'N^'exp{-eb/2) [ {hfexp{-ea{h)/2)dh. 

Jh{f) 

La dernière intégrale est convergente, d'oii 

(1) I>b{c', c', N, C, D) « d^^N^'exp{-eh/2). 

Considérons maintenant l'intégrale I^b{c' ,c' , N,C, D). On effectue encore le change- 
ment de variable u 1— > h~^u'hu~^. La condition a{hu) > C devient a{u'hu^^) > C . Jointe 
à la condition (7{h) < 6, elle entraîne (j{u) + cr(w') > C — 6, a fortiori sup{a{u),(7{u')) > 
(C - b)/2. Supposons C - 6 > 0. Alors 

/<b(c', c', N, C,D)« /^(c', c', N, C, D) + /^(c', c', iV, C, D), 

oià, pour un réel D4 convenable, 

r^{c\c',N,C,D)= f f f f l.<6(/i)l.>((c-6)/2)K)5^(MS^K^) 
Jm{f) Jh{f) Ju{f)^, Ju{f)^, 

E^{uh-^m)KN{m)a{u'f^a{uf^a{h)^^a{m)^^ôp{m)-^du' du dh dm, 
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et /<(c', c', N, D) est l'expression analogue où la>{c-b)/2{u') est remplacé par lo->(c-b)/2(M) 
En fait, le changement de variables {h, m) i— > {h~^,h~^m) rend les deux expressions si- 
milaires. Il suffit donc de borner I'^[c! ,c! ,N,C,D). L'intégrale en u se majore grâce à 
4.3(3). On obtient 

/^(c',c',iV,C,D)«c'^^ [ [ [ l.<b{h)l.>i(c-b)/2){u')E''{h)E''{u'm) 

Jm{f) Jh{f) Ju{f)^, 

E^{h-^m)KN{m)a{uY'a{hf'a{mf'ôp{m)-^/^du'dhdm, 

pour un réel convenable. D'après 3.3(5), il existe ci > tel que S^(/i~^m) << 
exp{cia{h))E^ {m) . Puisque a{h) < b, on obtient 

I'^{c',c',N,C,D) «c''''b'''exp{cib) [ la<bdh [ I l^>^^c-b)/2){u')'Ep{u'm) 

Jh{f) Jm{f) Ju{f)^, 

E^{m)KNim)a{uY'aim)'''Sp{m)-^/''du'dm. 

L'intégrale sur H{F) est majorée par 4.3(1). Le produit des quatre premiers termes ci- 
dessus est borné par c'^^exp{c2b) pour un réel C2 > convenable. La seconde intégrale 
est majorée par le lemmc 4.12. Précisément, fixons un réel R', soit a la constante que ce 
lemme lui associe. Alors on obtient une majoration 

(2) 7^(c', c', N, C, D) « c'^'exp(c2b)exp(-R'c')N-^', 

pourvu que (C — b)/2 > a{log{N) + c'). Soit > un réel, choisissons b = 2e~^{R + 
D^)log{N) + Rc'{2c2)^^. La majoration (1) devient 

I>b{c',c',N,C,D) « c'^^exp{-eRc'{Ac2)-^)N-^ « N'^. 

Choisissons R' — R + 2c2e~^{R -\- D^). La majoration (2) devient 

I'^,,{c',c',N,C,D) « c'^'exp{-Rc'/2)N-^ « N'^. 

Cela vaut pour (C — b)/2> a{log{N) + c'). Mais il existe a' > tel que cette condition 
soit vérifiée pour C > a'{log{N) + c'). C'est ce qu'on voulait démontrer. □ 

4.16 Preuve de la relation 4.3(6) 

L'expression /(c, N, D) est égale à la somme de /(c, c, N, D) et de /(c, c, N, 1, D). Il 
suffit de reprendre les preuves des deux paragraphes précédents pour montrer que ces 
deux termes sont bornés par une puissance de A^". □ 



5 Entrelacements tempérés 

5.1 Définition des entrelacements tempérés 

Soient {V, qy) et {W, qw) deux espaces quadratiques compatibles, avec dw < dy- On 
utilise les notations de la section 4. Soit tt, resp. p, une représentation tempérée de G{F), 



59 



resp. H{F). On note HomH,^{7^, p) l'espace des applications linéaires l : E^^ ^ Ep telles 
que l{7r{hu)e) — ^{u)p{h)l{e) pour tous h G H{F), u G U{F), e G Dans le cas oià 
TT et p sont irréductibles, on sait que HomH,^{'n', p) est de dimension au plus 1. En tout 
cas, cet espace est de dimension finie. On note m(p, tt) cette dimension. Ce nombre ne 
dépend pas des différents choix que l'on a effectués. Pour simplifier la rédaction, on note 
aussi m{n,p) = m{p,n). On munit E^^ et Ep de produits scalaires invariants. On définit 
une forme sesquilinéaire J0,.j^,p,c sur Ep <^c E.^ par 

J~-K,p,c{^' ® e', e (8) e) = / {p{h)e' , e)(e', 7r{hu)e)^{u)dudh 

Jh{F)U{F)c 

pour tous e, e' E Ep et e,e' E E^^. Cette expression est absolument convergente. En effet, 
elle est majorée par 

/ E^{h)E^{hu)dudh 

Jh{F)U{F)c 

qui est convergente d'après 4.3(4). 

Pour tout entier c' > 1, notons uja{c') le sous-groupe des a G A{F) tels que valpidi — 
1) > c' pour tout i — 1, r. 

Lemme . Pour tous e, e', e, e', il existe un entier cq tel que L-^^p^ci,^ ® e\e ® e) soit 
indépendant de c pour c> cq. Plus précisément, soit c' un entier > 1. Alors il existe un 
entier cq tel que cette conclusion soit vérifiée pour tous e, e' et tous e, e' G F^^^'^\ 



La preuve est similaire à celle du lemme 3.5. □ 

On définit une forme sesquilinéaire Ct^^p sur Ep ®c -E'tt par 

C^,p{e' (8) e', e (g) e) = limc-^^CT,^p^c{(^' (g) e', e e). 

Cette forme vérifie les relations 

J^-K,p{p{h)e' (g) e', e g) Tr{hu)e) = ^{u)CT,^p{e ®e,e® e) 

C'-K,p{^' ® ■7T{hu)e, p{h)t ®e)— ^{u)CT,^p{e (g) e', e (g) e) 
pour tous h G H {F), u G U{F). Elle est donc combinaison linéaire de fonctions 

(e'0e',e0e)^{e',l(e)){l'(e'),e) 

où 1,1' G HomH,^{T^-i p)- En particulier, elle est nulle si HomH,^{T^, p) — {0}. 

Supposons vr et p irréductibles et £^,p non nulle. L'espace HomH,e,{T^-i p) est de dimen- 
sion 1. On peut fixer un élément non nul / de cet espace et un nombre complexe c ^ 
tels que 

>C^,p(e' ® e', e ® e) = c(e', /(e))(/(e'), e) 
pour tous e, e', e, e'. Il en résulte l'égalité 

(1) |>C^,p(e'® e',e(»e)|2 = \C^,p{€' ® e,€' ® e)\\C^,p{€ ® e' ,€ ® e')\. 



En conséquence 

(2) il existe e et e tels que 



^■K,p{^ g) e, e e) 7^ 0. 



On a supposé dw < dy- Pour simplifier la rédaction, dans le cas dw > dy, on pose 
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5.2 Induction d'entrelacements tempérés 



Soient {V, qv) et {W, qw) deux espaces quadratiques compatibles, avec d\Y < dy- 
Soit V — V ® Y une décomposition orthogonale, avec Y hyperbolique. On fixe une 
base hyperbolique {y±j)j=i,...,k de Y, on note Y'^, resp. Y~, le lagrangien engendré par 
{yj)j=i,...,k, resp. {y-j)j=i,...,k- On suppose k > 1. On note Q le sous-groupe parabolique de 
G forme des éléments qui conserventF^, L son sous-groupe de Lévi formé des éléments qui 
conservent de plus Y^ , Uq le radical unipotent de Q, GLk le groupe des automorphismes 
linéaires de Y'^ et G le groupe spécial orthogonal de V. On a, L — GL^ x G. On fixe un 
sous-groupe compact spécial K de G{F) en bonne position relativement à L. 

Soit TT, resp. fi, p, une représentation admissible irréductible et tempérée de G{F), 
resp. GLk{F), H (F). On fixe des produits scalaires invariants sur les espaces de ces 
représentations. Introduisons la représentation induite tt = Indg^fi®!:), que l'on réalise 
dans l'espace E^, = Eq^^,^-. On munit E^ du produit scalaire invariant 

(e',e)= / {e'(g),e(g))dg. 

jQiF)\G{F) 

On définit les formes sesquilinéaires C^^^p sur Ep ®£ E^^ et Cj^^p sur Ep ®c E^^. 
Proposition. La forme L^^^p est non nulle si et seulement si la forme L^^^p est non nulle. 



Preuve. Soient e, e' G E.,^ et e, e' G choisissons un entier c assez grand. On a 
l'égalité 

>C7r,p(e'<8)e',e(8)e) = >C7r,p,c(e'<8)e',e(8)e) = / (p(/i)e',e) 



/ {e'{g),e{ghu))dgC{u)dudh. 

Jq(f)\g(f) 



lQ{F)\GiF) 

Montrons que 

(1) cette expression est absolument convergente. 
On a 



\{e'{g),e{ghu))\dg= / \{e'{k),e{khu))\dk 

Q(F)\G(F) Jk 

= / \{e'{k),{fi^n){lQ{khu))e{kQ{khu)))\ÔQ{lQ{khu)y/^dk. 
Jk 

Parce que /i et ît sont tempérées, il s'ensuit que 

/ |(e'(^),e(^H)M^« / ÔQ{lQ{khu)y/'E'^{lQ{khu))dk^EG{hu), 

Jq{f)\g{f) Jk 

la dernière égahté résultant de [W2] lemme II. 1.6. L'expression à étudier est donc bornée 
par un multiple de 

/ E"{h)E^{hu)dhdu 

Jh(F)U(F)c 

qui est convergente d'après 4.3(4). Cela prouve (1). 

Traitons d'abord le cas oii A; < r. On peut supposer yj = v^-r-j pour j = 1, 
Alors P C Q. On a 

/ {é{g),e{ghu))dg^ f {é{v'),e{v'uh))dv' , 

Jq{f)\g(f) Juq{f) 
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d'où, par le changement de variables u t-^ v' u, 

(2) £^,p(e' e', e e) - / {p{h)e',e) 

Jh{f) 

I {é{v'),e{uh))î{v')-%u)dudv'dh. 

J {v' ,u)eUQ{F)xU{F)-v'-^ueU{F)c 

Posons Uk — U D GLk et U = U (1 G. Remarquons que la restriction de { à Uk{F) 
est le caractère de ce groupe défini en 3.5 tandis que la restriction de ,^ à U{F) est le 
caractère analogue à ^ quand on remplace G par G dans les définitions. Décomposons 
u en u = nûv, avec n G Uk{F), ù G U{F) et v E Uq{F). La condition v'~^u G U{F)c 
équivaut à n G Uk{F)c, ù G U{F)c et v'~^v G U{F)c fl Uq{F). Cette dernière condition 
s'écrit concrètement 

ValF{qv{vVr-k-,Vk-r-l) - qv{v'Vr-k,Vk-r-l)) > 

De même, on a l'égalité 

C{v'~^v) = ij{qv{vVr-k,Vk-r-l) " qv{v'Vr-k, Vk-r-l)) ■ 

Dans l'expression (2), effectuons le changement de variables v i— > hvh^^. cela ne modifie 
pas les conditions ci-dessus et le jacobien de cette transformation vaut 1. On obtient 

£„,p{e' ® e', e ® e) = / / / {p{h)e', e) 

J{v',v)eUQ{F)^;v'-''veU{F)c Jh{F)Ù{F)c JUk{F)c 

{e\v'), p{n)n{hù)e{v))^{n)^{ù)^{v'~'^v)dndh dûdv dv'. 

Cette expression est encore absolument convergente. Pour un entier c' > 1, introduisons 
le sous-groupe a;^(c') C A{F) de 5.1. Choisissons c' tel que e et e' soient invariants 
par LU Aie') et que le caractère central de p, soit trivial sur 1 -|- p^. Soient a, a' G a;A(c'). 
Considérons l'expression 

(3) / , / / (p(^y^') 

J{v',v)€UQ{F)2;v'-'^veU(F)c JH(F)Û{F)c JUk{F)c 

{{p ® Tf){a')e'{v'), p{n)n{hû){p n){a)e{v))^{n)^{ù)^{v'~^v)dndhdûdv dv'. 

Introduisons le sous-groupe uj'j^{c') formé des a G c<j^(c') tels que ar^k = «r-fc+i-On a 
l'égalité uja{c') = {Zk{F) fl ua{c')) x lj'j^{c'). Ecrivons a = za, a' = z'o! conformément à 
cette décomposition. On a p(^z^ = 1 = p(^z'^ et on a l'égalité 

((/i ® Tf){a')e' {v'), p{n)Tt{hù){p 7r)(a)e('î;)) = {e' {a'v') , p{n)Tt{hù)e{av)) . 

On effectue les changements de variables v i— > a~^va, v' i— > a'''^v'a'. Cela ne modifie pas 
le domaine d'intégration ni le terme ^{v'~^v). Puisque e, rcsp. e', est invariant par a, 
resp. a', les termes a et a' disparaissent. Donc (3) est indépendant de a et a'. On peut 
intégrer cette expression sur a;^(c')^. L'expression obtenue reste absolument convergente 
et on obtient 

e', e e) = / î{v'-^v) [ {p{h)e' , e)^{u) 

J {v' ,v)eUQiFp;v'-'^veUiF)c Jh{F)Ù{F)c 
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/ (e^/ {v') , iJi{n)Tï{hu)ec' {v))^{n)dn dh du dv dv' , 



ou 



e'c'(v') — mes(ujA(c')) ^ / (iJ, 7r){a)e'(v')da, 
ec'{v) — mes{ujA{c'))~^ / {/j, 7t){a)e{v)da. 



Introduisons une fonctionnelle de Whittaker non nulle (p sur l'espace E^. Notons $ : 
(8) E'jr — > Ej^ l'application (j) <8) id. D'après le lemme 3.7(ii), si c est assez grand, on a 
l'égalité 

/ {e'^,{v'),iJ,{n)7i{hù)ec'{v))^{n)dn = C{^e'^,{v'),7i{hù)^ec'{v)), 

oii C est une constante non nulle. D'après le lemme 5.1 appliqué au groupe G, si c est 
assez grand, on a l'égalité 

(p(/i)e', e)l{ù){^e'^,{v'),=K{hù)^ec'{v))dh du = C^,p{e' ® ^e'^>{v'), e ® $ec'(î;)). 
On obtient 

(4) C^^p{e' ® e', e ® e) = 
C I Ci^p{e' ®^e'^,{v'),e®^ec'{v))l{v'-^v)dvdv'. 

J {v' ,v)&Uq{FY;v'-^v&U{F)c 

Cette égalité entraîne que, si £^,p est nulle, Cj^^p l'est aussi. Inversement, supposons Cji^p 
non nulle. On peut fixer des éléments e, e' G Ep, ê, ê' G E'^f , 77, 77' G de sorte que 

>C^,p(e' ® ê', e ® è) ^ 0, 

Choisissons un sous-groupe ouvert compact Q de Uq{F) sur lequel ^ soit trivial. Intro- 
duisons l'unique fonction e & E^^ telle que, pour v G Uq{F), on ait l'égalité 

e(v) 



?7 ® è, si V G îl, 
0, sinon. 



Si c' est assez grand, on a : 



e, si G Q, 
0, sinon. 



Introduisons la fonction similaire e' E E-,^. L'égalité (4) entraîne 

C^,p{e' e', e (g) e) = Cmes{Ç}fCj^^p{6' (g) ê', e ê). 

Ce terme n'est pas nul, donc C^^^p n'est pas nulle. 

Traitons maintenant le cas oii r < A;. On peut supposer Vi = y-k+r-i pour i = 1, ...,r 
et Vf) = yr-k + J^oyk-r, oii 1^0 = qv{vo). Alors Uq <Z P et QPest un ouvert de Zariski de 
G. On a l'égalité 



(5) / ie'(g),e{ghu))dg^ [ 

Jq(f)\g(f) J(a 



'Q(F)\G{F} J{M{F)nQ{F))\M{F) 
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/ {e'{x'm),e{x'mhu))dx' dm. 

J {U{F)nQ{F))\U{F) 

Posons Yq — y+ n Vq, Qo — Q n Gq. L'espace Y^^ a pour base {yj)j=i,...,k-r et le 
groupe Qo est le sous-groupe parabolique des éléments de Gq qui conservent Y^. Posons 

= Y^ n W, Yy^ = Y^ n w, notons le sous-groupe parabolique de H formé 
des éléments qui conservent Y^, son sous-groupc de Lévi formé des éléments qui 
conservent de plus et Uqh le radical unipotcnt de . L'espace Y^ a pour base 
{yj)j=i^,„^k-r-i- Notons Wq l'orthogonal de Y^ © Yy^ dans W, Hq son groupe spécial 
orthogonal et GLk-r-i le groupe des automorphismes linéaires de Y-^^. On a l'égalité 

— GLk-r-i X Hq. Posons wq = —^Ur-k + ^Uk-r et = FtVQ. Alors Wq est 
la somme directe orthogonale de V et de . Le groupe Qo H H est le sous-groupe 
des éléments de H qui conservent Y^^ (disons que, pour quelques instants, on étend les 
scalaires à F). Un tel élément conserve Y^ r\W — Y-^, donc appartient à . Soit 
h e . Pour qu'il conserve Y^ , il doit envoyer y^^j. dans Y^ . Mais il fixe Vq et on a 
Wq — ~2^'î^o + Vk-r- ^ donc Hwq G + Yq . Puisquc hwQ et t^o appartiennent à VF, 
cela force hwQ E wq + Y^. La réciproque est similaire. Donc QqII H est le sous-groupe 
des h e tels que hwo G Wq + Y-^. Autrement dit 

QoD H — GLk_r-iGUQH. 

On vérifie que la restriction du module Ôq^ au groupe Qo{F) fl H (F) est égale au mo- 
dule de ce groupe : si on écrit un élément h G Qo{F) H H (F) sous la forme ôgn, avec 
S G GLk-r-i{F), g G n G Uqh{F), ces modules coïncident avec |(iet(5)|^^ 

L'application naturelle Qo{F)\Go{F) (M(F)r\Q{F))\M{F) est un isomorphisme. Le 
groupe H[F) agit sur l'ensemble des sous-espaces isotropes de Vq de dimension k^r. Il y 
a deux orbites : l'orbite ouverte des sous-espaces dont l'intersection avec W est de dimen- 
sion k—r — 1 et l'orbite fermée des sous-espaces contenus dans W. L'espace Y^^ appartient 
à l'orbite ouverte. Il en résulte que l'application naturelle {Qo{F) n H{F))\H{F) — > 
Qo{F)\Go{F) est injective et a pour image un ouvert de l'espace d'arrivée dont le 
complémentaire est de mesure nulle. On en déduit aisément l'assertion suivante. Soit 
(fi : Gq{F) — i> C une fonction telle que '^{qg) = ÔQf^{q)(p{g) pour tous q G Qo{F), 
g G Go{F). Supposons ip absolument intégrable sur Qq{F)\Go{F). Alors la restriction 
de (fi h H (F) est absolument intégrable sur {Qo{F) fl H{F))\H(F) et on a l'égalité 

/ V{g)dg^ I (p{h)dh. 

JQo{F)\Go{F) J{Qo{F)nH{F))\H{F) 

Dans l'égalité (5), on peut donc remplacer l'intégration sur {M{F) fl Q{F))\M{F) par 
une intégration sur {Qo{F) D H{F))\H{F). On obtient 

/ {e'{g),e{ghu))dg= I I {e'{x'h'),e{x'h'hu))dx' dh' , 

J Q{F)\G{F) J {Qo{F)nH{F)\H{F) J {U{F)nQ{F))\U{F) 

puis 



>C^,p(e' e', e e) = / / 

Jh{F)U{F)c J{Qo{ 



lH{F)U{F)c J{Qo{F)nH{F))\H{F) 

{p{h)e', e){e'{x'h'), e{x' h' hu))i{u)dx' dh' du dh. 



mF)nQ{F))\U{F) 
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On effectue les changements de variables u i— {h'h)~^uh'h, puis h i— > h'~^h, on décompose 
ensuite l'intégrale sur H{F) en une intégrale composée d'une intégrale sur Qo{F)r\H{F) 
et d'une intégrale sur (Qq fl H{F))\H{F) (la mesure sur Qo{F) n H{F) doit être une 
mesure de Haar à gauche). On obtient 



>C^,p(e' ® e', e (g) e) 



/ / / 



'({Qo{F)nH{F))\H{F)y JQo{F)nH(F) J {U{F)nQ{F))\U{F) 

{p{qh)e' , p{h')e){e'{x'h'), e{x'uqh))^{u)du dx' dq dh dh', 

'U{F), 

On effectue le changement de variable u h- > x'~^u puis on décompose l'intégrale en 
u e U{F) en composée d'une intégrale sur u G U{F) n Q{F) et d'une intégrale sur x G 
{U{F)f\Q{F))\U{F). Remarquons que U{F)f\Q{F) = U{F)f\L{F) = U{F)nGLk{F). 
La condition initiale u G U{F)(. est remplacée par a;'~^-ua; G U{F)c. Notons Lpc{u,x,x') la 
fonction caractéristique de l'ensemble des {u, x, x') vérifiant cette condition. On obtient 



£„,p{e' ® e', e ® e) = / / / 

J{{Qo{F)nH{F))\H{F))^ jQo{F)nH{F) J {{1 



j 

JU( 



,{F)nH{F) J{{U{F)nQ{F))\U{F))^ 

{p{qh)e' , p{h')e){e'{x'h'), e{uxqh))(pc{u, x, x')^{x'~^ux)dudx dx' dq dh dh! . 

'U{F)nGLk{F) 

On effectue le changement de variable x i— > qxq^^ : cette conjugaison préserve à la 
fois U{F) et U{F) fl Q{F). Les termes ^{x) et ipc{u,x,x') ne dépendent de x que par 
l'intérmédiaire des coefficients i'_î_i)pour i — ...,r — 1. Puisque q fixe les vec- 

teurs Vi, la conjugaison par q ne change pas ces termes. Par contre, elle introduit un 
module. Pour l'exprimer commodément et pour poursuivre notre calcul, on décompose 
q en ông, où 5 G GLk-r-i{F), n G Uqh(F) et g E G{F). Le module est alors \det{ô)\p'^. 
On obtient 

>C.,p(e'«)e',e<g)e)= [ [ f f 

J {iQoiF)nHiF))\H{F))2 J{iU{F)nQiF))\UiF)f J G{F) Ju^HiF) JGj 



L 



,{F)nH{F))\H{F)y J{{U{F)nQ{F))\U{F)Y J G{F) JUqh{F) JGL^.^-iiF) 

{p{Sngh)e', p{h')e){e'{x'h'), e{uôngxh))ipc{u, x, x') 

U{F)nGLk{F) 

^ (x'^^ux) I det{S) Ip'^du dS dn dg dx dx' dh dh' . 

On a l'égalité U{F) = {U{F) n Q{F)) x {U{F) n Uq{F) qui permet de remplacer 1' 
intégration sur {U{F) fl Q{F))\U{F) par une intégration sur U{F) fl Uq{F). On va 
légèrement modifier cet ensemble de représentants. Soit x G U{F) n Uq{F). Pour i — 
1, r — 1, on a 

qv{xvi,v-i-i) = qv{xy-k+r-i,yk-r+i+i) = qviy-k+r-hVk-r+i+i) = 

puisque x fixe y_k+r-i- Par contre, qv{xvo,v_i) n'est en général pas nul. Exprimons 
matriciellement les éléments de GL^ dans la base (|/j)j=i,...,fc de Y'^. Remarquons que le 
groupe U n GLk est le radical unipotent du sous-groupe parabolique de GLk triangulaire 
supérieur par blocs, de blocs k — r, Pour u G U{F)r\GLk{F), on calcule aisément 

qv{uVi,V-i-i) = —Uk-r+i,k-r+i+l 
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pour i = 0, r - 1. Pour x e U{F) fl Uq{F), notons u{x) l'élément de U{F) fl GLk{F) 
dont toutes les coordonnées non diagonales sont nulles, sauf u{x)k-r,k-r-^i qui vaut 
qv{xvç),V-i). Posons x* = u{x)x. Alors qv{x*Vi,V-i-i) = pour tout i = 0,...,r — 
1 et {x^;x G U{F) fl [/^(F)} est encore un ensemble de représentants de {U{F) fl 
Q{F))\U{F). Pour x,x' G U{F)nUQ{F) due U{F) r]GLk{F), on a ^{x'^~\x^) = ^{u) 
et (^cl"*^, 2;^,, x'^) = 1 si et seulement si m G Uk{F)c. On obtient 



(6) 



J((Qo{F)n/f(F))\/f(F))2 7([/(F)nC7Q(F))2 



ou 



I{x',h',x,h)= [ [ f f {p{5ngh)e\ p{h')e) 

JG{F) JUqh{F) JGLk-r-iiF) Ju{F)nUk{F)c 

{e'{x'^h'), e{uSngx^h))^{u)\det{S)\p'^ du d5 dndg. 

Toutes ces expressions sont absolument convergentes d'après (1) : on n'a jusqu'ici effectué 
que des changements de variables et des permutations d'intégrales. 

On va calculer I{x',h',x,h). Fixons un sous-groupe compact spécial K^de H{F) 
en bonne position relativement au sous-groupe parabolique . L'application naturelle 
de dans Q^{F)\H{F) est surjective. D'après la description que l'on a donnée ci- 
dessus du groupe Qo fl H, tout élément de{Qo{F) fl H{F))\H{F) a un représentant 
qui appartient à Hq{F)K^ . On peut donc se limiter à calculer I(x',h',x,h) pour des 
éléments x.x' E U{F) f] Uq{F) et h, h' G Hq{F)K^ . Dans l'expression de I{x' , h' , x, h), 
on peut remplacer e{u5ngx^h) par p{u)e{ôngx^h) . D'après les formules écrites ci-dessus, 
^{u) = 'Ylij=k-r fc-i'^^ij+i)- Fixons une fonctionnelle de Whittaker non nulle sur 
En et notons comme plus haut $ : E^^cEt^ — > l'application (f)®id. On peut appliquer 
le lemme 3.7(ii) : il existe une constante C 7^ telle que 

/ {e'{x'^h'), p{u)e{Sngx^h))^{u)du — 

Ju(F)nUk(F), 

C / {^p{'ya)e'{x'^h'),^p{ja)e{ôngx^h))\det{j)\p''dad'y, 
pourvu que c + >1. On peut remplacer p{'ya)e{ôngx^h) par 

p{'ySa)e{ngx^h)ÔQ{5y^^ — p{'-fSa)e{ngx^h)\det{5)fp^^'' 



On obtient 



I{x',h',x,h) = C [ [ 

JG{F) Ju„h( 



Jqh{F) JGLk-r-i{F) 

{p{5ngh)e' , p{h')e){(^p{^a)é {x'^h'), (^p{^5a)e{ngx^h)) 

Uu-r-l{F)\GLk-r-l{F)XU)yk^r]{c+C^) 

\det{^)\-/\det{ô)Ç^^^^^^~^^'^da d'y dô dn dg. 

Montrons que 

(7) pour ^ et n fixés, l'intégrale intérieure sur GLk-r-i{F) x {Uk-r-i{F)\GLk_r-i{F))x 
u![k-r]{c + Ctp) est absolument convergente. 
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La variable a G a;[fe-r](c + c^) disparaît tout de suite : la fonction que l'on intègre 
est localement constante en cette variable et le domaine d'intégration est compact. On 
a une majoration 

M5n~gh)e',p{h')e)\«E"{ô). 

On peut décomposer e'{x'^h') et e{ngx^:h) en combinaisons linéaires de produits r)(S>ë, où 
r] & Efj^ et ë & Ej^. Cela nous ramène à montrer que, pour rj, rj' & E^^, l'intégrale 

JGLk-r-l{F) JUk-r-l{F)\GLk-r-l{F) 

est convergente. On effectue le changement de variable ô i-^ 7~^5. On remplace ensuite la 
variable 7 par t'k', avec t' G Ak-r-i{E) et k' G Kk-r-i et 5 par fAik, avec t G Ak-r-i{F), 
u G Uk-r-i{F), k G Kk-r-i- Cela remplace d^dô par ÔBk_^_i{t')^^dt' dk' dtdudk. De 
nouveau, les intégrales en k et k' sont inessentielles et on est ramené à l'intégrale 

(8) / / E^{t'-Hu)\Mt>'\\Mt)v\SB,_Utr' 

JUk-r-l{F) JAu-r-l{FY 

Montrons que 

(9) pour tous réels > et e avec < e < 1/2, on a une majoration 



e+{r+l-dy-k)/2 
F 



pour tout g G GLk-r-i{F). 

On peut supposer g = a E A^-r-iiF)- Notons aj, pour j — l,...,k — r — 1, les 
coefficients diagonaux de a. Choisissons un sous-groupe de Lévi minimal M„iin de H 
contenant Ak_r-i et un sous-groupe parabolique minimal Pmin £ 'PiMmin) tel que a soit 
"négatif " pour Pmin, c'est-à-dire que \c({a)\ < 1 pour toute racine a de ^m^™ dans 
Up^.^. D'après [W2] lemme II. 1.1, on a des inégalités 

(10) 5p_(a) « E^iaf « 5p_{a)a{ar 

ovl D est un certain entier. On énumère les valeurs de a{a) pour toutes les racines 

a de AM„^i,^ dans f) : ce sont ajaj,^ pour j 7^ j', ajdj' et {ajaji)~^ pour j < j', qui 
interviennent avec multiplicité 1, et aj et aj^ qui interviennent avec multiplicité d^^ = 
dy + 1 (évidemment, les j, j' parcourent {1, k — r — 1}). Le module 5p^j„(a) est le 
produit de celles des valeurs absolues de ces termes qui sont inférieures ou égales à 1. 
Donc 



ou 



j^j';valF {aj ) >valF {a^i) 
j<j';valF{ajaji)>0 j<j';valF{ajaji)<0 



67 



/3=( n n 

j;valF{aj)>0 j;valF{aj)<0 

On peut majorer le premier produit de I2 par son inverse. On obtient 



r+2-k 



j<j' 

On a 73 = I4I5, où 



^3\F ) ' 



j;valp(aj)>0 j;valp(aj)<0 

|C^,-,+l-2e^ . -TT I |-d,-,-l+2e^ 



n ■)( n M^'-'n- 

j;valF{aj)>0 j;valp{aj)<0 

Comme ci-dessus, le premier produit de I5 est majoré par son inverse, d'oii 



On a /4 = q''^"'' où 



-d,y-l+2e 



3 

-2eb 



b — \valF{aj)\ >> cr(a), 
j 

donc 74 « q-^^^^^l D 'oij, en utilisant la seconde majoration de (9), 

Un calcul similaire vaut en remplaçant le groupe 77 par GLk_r-i. En utilisant cette fois 
la première majoration de (10), on obtient simplement 

7i « S^^'=-'-i(a)^ 

De ces deux majorations se déduit l'assertion (9). 

De (9) et de la proposition II.4.5 de [W2] se déduit que l'intégrale 

/ E"{t'-Hu)du 

JUk-r-l{F) 

est convergente et que, pour tout e tel que < e < 1/2, elle est bornée par 

Pour tout entier c' G N, on a introduit en 3.5 la fonction v sur Ak{F). D'après le lemme 
3.7(i), il existe un entier c' G N et un réel 7Î > tels que l'on ait la majoration 

\(f)Hia)r]\ « Lc'ia)ÔBkiay^^a{a)^ 

pour tout a G Ak{F). Pour t G Ak-r-i{F), on a ÔBi,{t) = ô b (t) \det (t) {""p , d'où 

(11) \Mt)v\ « v(^)55,_._,(^)^/'Met(t)|ï+^)/V(t)^. 
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La fonction g ^ (f)fj,{g)ri' vérifie une majoration analogue. L'expression (8) est donc 
majorée par le produit des intégrales 

f tc'{t')\det{t')\-'+^^^a{tYdt' 

JAk-r-liF) 

et 

/ ic'{t)\det{t)\'^^^^a{tfdt. 

JAk-r-l{F) 

Considérons par exemple la première. On remplace les variables t'i, par ai....ak-r-i, 

a2...afc-r-iî Ofc-r-i- L'intégrale est alors essentiellement bornée par le produit sur 
j — 1, k — r — 1 des intégrales 



/ 



aj\'^-'^'^^\l + \valF{aj)\fdaj 



OU 



Chacune d'elles est convergente, ce qui achève la preuve de (7). 

On utilise (7) pour permuter les deux intégrales intérieures dans l'expression qui 
précède cette assertion. On effectue ensuite le changement de variables S i-^ 7~^5, puis on 
décompose 7 en t'k' et S en utk, avec u G Uk-r-i{F), t, t' G Ak-r-i{F) et A;, k' G Kk-r-i- 
Cela change d^ dô en ÔB^_^_^{tt')~^du dt dt' dk dk' . On obtient 

I{x' ,h' ,x,h) = C l I{x' ,h' ,x,h,g)dg 
Jg{f) 

I(x',h',x,h,g)= If II I 

JUqh{F) JuJlk-r]ic+C^) J Ak-r-l{F)'^ JUk-r-l{F) 

{p{utkngh)e' , p{t'k'h')e){(èii{t'k' a)é {x'^h'), ^p{utka)e{ngx^h)) 

\det{t') fF~'^^~''^^^\det{t)\~"^^'^^^''~^^^^ÔB,_^_, {tt'Y^du dt dt' dk dk' da dn. 

Fixons une suite (îli);^^ de sous-groupes ouverts compacts de Uqh{F) telle que îl; C îl^+i 
pour tout l, 

\JQi^Uqh{F) 

et tout Qi soit invariant par conjugaison par Kk-r-i- Notons Ii{x',h',x,h,g) l'expres- 
sion obtenue en remplaçant dans I{x',h',x,h,g) la première intégrale sur Uqh{F) par 
l'intégrale sur fli. On a 

I{x', h', X, h, g) = limi^^Ii{x', h', x, h, g). 

Fixons Z G N. En (7), on avait fixé n. Mais, les fonctions considérées étant locale- 
ment constantes en cette variable, on aurait aussi bien pu l'autoriser à varier dans 
un sous-ensemble compact de Uqh{F) et on aurait obtenu une majoration uniforme 
en n de l'intégrale considérée. Donc l'expression Ii{x',h',x,h,g) est absolument conver- 
gente. On peut changer l'ordre des intégrales puis effectuer le changement de variable 
n I— > {tk)~^ntk. Cela introduit le module ÔQH{t)~^ — \det{t)\^p^ ^ . On obtient 



Ii{x',h',x,h,g) 



U![fe_,](c+C^) JKI_^_^ JAk-r-l(FY Jmit-^ JUk-r-liF) 
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{p{untkgh)e, p{t'k'h')e){^iJ,{t'k'a)e'{x'^h'),^fi{utka)e{{tk) ntkgx^h)) 

\det{tt'){p~'^^~^^''^5B^_,_, {tt'r^du dn dt dt' dk dk' da. 

Soit n e Uqh{F). On a nwo G wq + Y^. Introduisons l'élément u{n) G Uk{F) qui fixe 
tous les vecteurs yj pour j = 1, k, j ^ k — r, et envoie yk-r sur yk-r + nwo — wq. On a 
(12) u{ny'neUQ,{F). 

En effet, fixe tout yj pour j = 1, ...,k — r — 1 et envoie V dans Y^^, a 

fortiori dans Y^. Pour qu'il appartienne à Uq^{F), il suffit qu'il fixe de plus yu-r- On a 
7/fc-r- = w^o + 2^^o, donc nyk-r = nwo + = yk-r + nwo - wq, puis u{n)~^nyk-r = 
u{n)~^yk-r + nwo — Wq = yu-r- Cela prouve (12). 

Puisque e est invariante à gauche par Uq{F), a fortiori par Uq^^^F), on a 

li{utka)e{{tk)~^ntkgx^h) — ÔQ{tk)~^^^ iJ,{uau{n))e{u{n)~^ntkgx^h) 

— 5Q{tk)~^^'^ ii{uau{n))e{tkgx^h) — ii{uau{n)tk)e{gx^h) . 

Introduisons le sous-groupe parabolique de H, contenu dans Q^, dont l'intersection 
avec est Bk-r-i x Hq. Son radical unipotent est UpH — Uk-r-i x Uqh. On définit un 
caractère de UpH (F) par la formule 

^"{ly) =ilj{qw{'^wo,yr-k+i) + ^ qw{iyyj,y-j+i)) 

j=2,...,k-r-l 

pour u G UpH {F). Remarquons que les données H, , wq, , G sont d'exactes simi- 
laires des données G, P, Vq, ^, H. Plus généralement, pour a G uj[k-r]{c + c^) , définissons 
un caractère de Upn (F) par 

Cai^) ='^i(^k~r(lw{^Wo,yr-k+l) + Yl (Iwim ^ V-j+l)) ■ 

j=2,...,k-r-l 

Si 1/ — un, avec u G Uk-r-i{F) et n G Uqh [F), on a l'égalité 

j=l,...k-r-2 

D'après la définition de on en déduit 

^IÀ{uau{n)tk)e{gx^h) — {un)<^iJi{tka)e{gx^h) = {un)7c{g)^iJ,{tka)e{x*h). 

puis 

(13) Ii{x',h',x,h,g)^ f f f II 

{p{untkgh)e\p{t'k'h')e){^p{t'k'a)e\x'^h'),7:{g)^p{tka)e{^^ 
\det{tt'){p~'^^~''^'^ÔB^_,_Att')-^dudndtdt' dkdk' da. 

Pour un entier c' > 1, on introduit le sous-groupe oJAk-r-A^') ^k-r-iiF). Montrons 
que 

(14) il existe un entier c' > 1 tel que, pour tous t.t' G Ak-r-i{F), k,k' G K^^r-i, 
h, h' G Hq{F)K^ et ^ g G{F), les éléments p{tkgh)e' et p{t'k'h')e de Ep soient invariants 
par p{a) pour tout a G a;yi^_^_-^(c'). 
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Ecrivons h — Hqk, avec ho G Hq{F) et k G . Soit a G Ak-r-i{F). En utilisant le 
fait que Gk-r-i commute à Hq, a fortiori à G, on a 

atkgh = tkghj 

oii 7 = {kK)~^akK. Puisque kn reste dans un ensemble compact, il existe c' tel que la 
condition a G uja^_^_^{c') entraîne que ^(7) fixe e', donc que p{a) fixe p{tkgh)e'. La 
preuve est la même pour l'élément p{t'k'h')e. Cela prouve (14). 

On fixe c' comme en (14). Les deux intégrales intérieures de la formule (13) se 
regroupent en une intégrale sur le sous-ensemble Uk-r-i{F) x tflit~^ de Uph{F). In- 
troduisons le sous-groupe Uph(F)c' de ce dernier groupe. Posons Ai{t) — UpH{F\t n 
(\J k^r-\{F^^tÇlit~^\ La preuve du lemme 3.5 montre que l'intégrale sur le complémentaire 
de A;(t) dans Uk^r-i{F) x tflit~^ est nulle. On peut donc remplacer les deux intégrales 
intérieures de (13) par l'intégrale sur A.i{t). Remarquons que c' est indépendant de c, on 
peut donc supposer que c est assez grand relativement à c'. Alors, pour a G u![k-r]{c+Ciij), 
le caractère coïncide avec sur Uph{F)c'. On obtient 



Ii{x',h',x,h) 



j 

_i(F)2 JAi 



IG[F) ^a;[fc_,](c+c^) J K^_,_, ^Afc_,_i(F)2 J Aiit) 

{p{utkgh)e\p{t'k'h')e){^p{t'k'a)e\x'^h'),T^{g^^ 

\det{tt')\^p~'^^~^^'^ÔB^_,_, {tt'Y^du dt dt' dk dk' da dg. 

Montrons que 

(15) l'expression obtenue en remplaçant ci-dessus l'intégrale sur A.i{t) par l'intégrale 
sur UpH{F)c' est absolument convergente. 

Comme toujours, les intégrales sur U[k-r]{c+c^) >^ sont inessentielles. Oublions- 
les. On peut supposer e{x^h) = rj ® ë et e'{x'^^h') = r]' ® ê', avec 77, 77' G et ê, ê' G 
On a les majorations 

\{p{ut~gh)e',p{t'h')e)\ « E^" (t'-'utg), 

\iMt'k'a)e'{x:h'),ÎT{g)^p{tka)e{x.h))\ « E^{g)\<l>p{t')r)'\\Mt)vl 

On peut encore majorer cette dernière expression grâce à (11) : il existe un entier c" et 
un réel R>0 tels que 

\{^p{t'k'a)e'{x'^h'),TT{g)^p{tka)e{x^h))\ « S^(^) v(^) V'(^') 

5^,_,(tt')^/^Met(tt')ir'^/'^W^'^(0^- 

On effectue le changement de variable u 1— > t'ut'~^, qui introduit le module ôpH{t'), 
on est ramené à l'expression 

/ / / E"{ut'-H~g)E^{g)i,.{t)i,.{t') 

Jg{F) JAfc_,_i(F)2 Jt'-^UpH{F),,t> 

SB,_^_,{ttT^^^SpH{t')\det{tt')fp^^"~'^^~^^^^ 
Pour t' G Ak_r_i{F), dont on écrit les coefficients diagonaux t[, ...■,t'^_j.^n posons 

c'{t') = SUp{c', c'+ValF{tl)-ValF{t2): c'+ValF{tk-r-2)-ValF{tk-r-l), c' +ValF{tk-r-l)} ■ 
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Alors t'~^UpH(F)c't' C UpH[F)ci{t') et on peut remplacer dans l'expression ci-dessus 
l'intégrale sur t'~^UpH{F)c't' par l'intégrale sur UpH{F)c'{t')- D'après 4.3(3), il existe un 
réel R' >0 tel que 

/ E''{ut'-Hg)du « 5pH{tt'-^f'^'E''^{g)a{g)''' a{tt'-Y (^{tT' ■ 

On peut aussi bien remplacer a{tt'~^)^' c'{t')^' par a{t)^' a{t')^' . On a 

5pH{tt') = 5B,_^_^{tt')\det{tt')\f^''-'~-\ 
Alors notre expression est majorée par le produit de trois intégrales. La première est 

E"^{~g)E^i~g)a{~gf'd~g, 



IG{F) 

qui est convergente d'après 4.3(4). Les deux autres sont toutes deux égales à 

i^,{t)\det{t)\^J,'^(T{t)dt. 



I 



On a vu dans la preuve de (7) que cette intégrale était convergente. Cela prouve (15). 

Grâce à (15), le théorème de convergence dominée nous permet de calculer la limite de 
Ii{x', h', X, h) quand / tend vers l'infini, c'est-à-dire I{x', h', x, h), comme l'intégrale obte- 
nue en remplaçant, dans la formule qui précède (15), l'intégrale sur A;(t) par l'intégrale 
sur la limite de cet ensemble, c'est-à-dire sur Uph[F)c' tout entier. On reconnaît la double 
intégrale sur G (F) x Uph{F)c' : elle donne 

^p,îr,c'{p{tkh)e' (g) ^fi{t'k'a)e'{x'^h'), p{tk'h')e (g) ^fi{tka)e{x^h)), 

ce terme étant calculé à l'aide du caractère . D'après le choix de c' et le lemme 5.1, 
c'est aussi 

Cp^Mtkh)e' ^n{t'k'a)e'{x'^h'),p{tk'h')€ ® ^n{tka)e{x^h)). 

D'où 

I{x\h\x,h)^ ! ! f Mei(tt')lï"'^"'^%._._, 

Cp,Mtkh)€' ^n{t'k'a)e'{x'^h'),p{t'k'h')e ® ^p{tka)e{x^h))dt dt' dk dk' da. 

Remarquons que les intégrales sur K^-r-i et Ak^r-i{F) se regroupent en intégrales sur 
Uk-r-l{F)\GL,_r-^{F), d'où 



(16) I{x',h',x,h)^ [ I \det{^i)t^-''--'^'^ 

JuJ[U-r] (C+CV,) J {Uk-r-1 {F)\GLk-r-l (F))^ 



^p,fr{pil'h)e' (g) ^ii{ya)e'{x'^h'), p{yh')e (g) ^p{'ya)e{x^h))d'y d'y' da. 

Cette égalité et (6) entraînent que, si Cp^j^ est nulle, Cj^^p l'est aussi. Inversement, suppo- 
sons Cp^i, non nulle. Fixons ê, è' E Ef,, e, e' G Ep tels que Cp,T^{(! (g) ê', e (g) ê) ^ 0. Fixons un 
sous-groupe ouvert compact K' C GLk-r-i{F) tel que e et e' soient invariant par K' et ^ 
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soit trivial sur Uk-r-i{F)nK'. L'espace des fonctions 7 1— > (l)fi{'j)r] sur GLk-i{F), quand 
77 parcourt est le modèle de Kirillov de /i. Ce modèle contient toutes les fonctions 
localement constantes, se transformant à gauche par Uk-i{F) selon le caractère ^ et de 
support d'image compacte dans Uk-i{F)\GLk-i{F) . On peut donc choisir 77 tel que la 
fonction 7 1— >• (j)fj,{'j)ri sur GLk_r-i{F) soit à support dans Uk-r-i{F)K' et vaille 1 sur 
K'. On choisit rj' = rj. Fixons une sous- variété analytique A de , contenant 1, telle 
que l'apphcation produit {Qo{F) fl H{F)) x A — > H{F) soit un homéomorphisme au 
voisinage des cléments neutres (c'est-à-dire un homéomorphisme d'un voisinage de (1,1) 
dans l'espace de départ sur un voisinage de 1 dans l'espace d'arrivée). Les arguments 
que l'on a utilisés ci-dessus pour décomposer les intégrales montrent que l'application 

(C/(F) n f/Q(F)) X A ^ QiF)\G{F) 
{x, h) I— > x^h 

est aussi un homéomorphisme au voisinage des éléments neutres. On peut donc choisir 

un voisinage ouvert compact ujjj de 1 dans U{F) (IUqIF) et un voisinage ouvert compact 
ujh C A de sorte qu'il existe deux fonctions e,e' G vérifiant les propriétés suivantes : 
l'image dans Q{F)\G{F) du support de e, resp. e', est égale à l'image de uu x uh par 
l'application précédente; pour {x, h) & uju x i^h, e{x^h) = rj ® ë, resp. e'{x^h) = r]® è. 
Quitte à restreindre ujh-i on peut supposer que ujh fixe e et e'. Calculons C.j^^p{e' ®e' , e(8)e). 
On a 

(17) I{x', h', X, h) = si h ou h' n'appartient pas à {Qo{F) fl H[F))ujh ; pour /i, h' G 
ujhi h', x,h) = si X ou x' n'appartient pas à uju. 

En effet, modulo multiphcation à gauche par des éléments de Qo{F) nH{F), on peut 
supposer que h, h' G Hq{F)K^ . Alors I{x' ,h' ,x,h) est calculé par la formule (16). Il 
résulte de cette formule et de la définition de e que, si /(x', h' , x, h) 7^ 0, il existe x" G uju 
et h" G uoh de sorte que xh G Q{F)x"h" . Mais cette relation entraîne que les images dans 
{Qo{F) n H{F))\H{F) de h et h" sont égales. Donc h G {Qo{F) n H{F))ujh- Supposons 
maintenant h G ujh- Si /(x', h\ x, h) 7^ 0, on a encore des x" et h" comme ci-dessus, et les 
images de h et h" dans {Qo{F)r\H(F))\H(F) sont égales. Mais l'application naturelle de 
cuh dans ce quotient est injective. Donc h = h" puis x G Q{F)x". Puisque x,x" G U{F), 
cela entraîne x G {U{F) H Q{F))x" . L'application naturelle de U{F) fl Uq{F) dans 
{U{F)nQ{F))\U{F) est injective, donc x = x" G a;^/. Les mêmes arguments s'appliquent 
à x' et h'. 

Cette propriété nous permet de remplacer dans la formule (6) les intégrales sur 
{Qo{F) n H{F))\H{F) et U{F) n Uq{F) par des intégrales sur ujh et cjf/, pour une 
mesure convenable sur ujh- Sur ces ensembles d'intégration, I{x',h',x,h) est constante, 
égale à /(l, 1,1,1). Donc CTr^p{e' (E)e',e® e) est un multiple non nul de ce terme. On peut 
choisir c assez grand pour que U[k-r]{c + c^) fixe rj et rj'. Alors la formule (16) devient 

7(1,1,1,1) =mes(a;[fc_,](c + c^) / 1^6^(77') 

J {Uk-r-l{F)\GLk-r-l{F)r 

^pApiiy ® è', p(7')e ® ë){Ml)v){Ml'W)dld-f'. 

D'après les choix de r) et 77', cette expression est un multiple non nul de Cp^n{e' ®ë', e®ê). 
Donc C'-K^pi^^ e', e (8) e) 7^ 0, ce qui achève la démonstration. □ 
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5.3 Variable d'induction et entrelacements tempérés 



Soient (y, qv) et {W. qw) deux espaces quadratiques compatibles, avec dw < dy- Soit 
Q = LUq un sous-groupe parabolique de G. Le groupe L s'identifie à un produit 

L = GLk^ X ... X GLk^ X G, 

où G est le groupe spécial orthogonal d'un sous-espace V de V. Le groupe Al{F) s'iden- 
tifie à F^^. On suppose que K est en bonne position relativement à L. Soient fii, resp. 
IJ.2, ...,iJ,s,Tf des représentations admissibles irréductibles et tempérées de GLk^{F). resp. 
GLk2{F),...,GLf;^{F), G{F). Posons r = /^i ... /^^ tt. C'est une représentation de 
L{F). Pour A e iA*j^^pi on définit la représentation induite tt^ = Indqirx), que l'on réalise 
dans l'espace K-q ^. Fixons des produits scalaires invariants sur les espaces de fj,i,...,fj,s, 
TT. On construit la forme hermitienne 

(e',e) = / {e'{k),e{k))dk 

JK 

sur KLq ^. Soit p e Temp{H). Pour A G iA^^p, e, e' G Ep et e, e' G /Cq,,-, on définit 
^TvxA^' ® e', e (8) e). 

Lemme. (i) L'application A i-^ C-^^^p^e' ® e', e ® e) est C°° sur iA}^^p. 
(a) Les trois conditions suivantes sont équivalentes : 

- il existe A tel que Cj^^^p ne soit pas nul; 

- pour tout A, Ct,^^p n'est pas nul; 

- Cj,^p n 'est pas nul. 

(m) Si ces conditions sont vérifiées, on peut choisir des familles finies {e'^)i=i,...,n, 
{^i)i=i,...,n d'éléments de Ep, des familles finies {e'j)i=i^,„^n, (ei)i=i,...,„ d'éléments de /Cq 
et une famille finie {(fii)i=i,...,n de fonctions C°° sur iA\ p de sorte que 

^ iPi{\)C^^,p{e[ ® Ci ®ei) = l 

i=l,...,n 

pour tout A. 



Preuve. Pour e, e', e, e' fixés, la preuve du lemme 3.5 montre qu'il existe Cq tel que, 
pour tout c > Cq et tout A e iA^^p, on ait l'égalité 

^T7x,p{^' ® e', e (g) e) = ^T,x,p,c{^' ®e',e®e). 

Soit D un opérateur différentiel sur iA*i^p, à coefficients . Il existe un réel i? > tel 
que l'on ait une majoration 

|D(e',7r,(^)e)|«a(y)«S«(^) 

pour tous g G G{F) et A G iA*L p. Alors DCt^^^p^c{^' ® e' , e® e) est uniformément majorée 
par l'intégrale 

I E"{h)E^{hu)a{hu)^dudh 

Jh(F)U{F)c 

qui est convergente d'après 4.3(4). Le théorème usuel de dérivation d'une intégrale 
dépendant d'un paramètre entraîne que A i— > Cj^^^p^d^' ® e', e ® e) est C°°. D'oià (i). 
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Introduisons le sous-groupe parabolique Q' de G contenant Q, dont la composante 
de Lévi est L' — GLk x G, où k — ki + ... + kg. Soit A e iA^p. Posons r^' — 
Ind^,ç^Q{T\). C'est une représentation de L'{F) de la forme fJ,\0Tr. La représentation fXx 
est une représentation tempérée et irréductible de GLk{F). On sait en effet que, dans les 
groupes linéaires, l'induite d'une représentation tempérée irréductible est irréductible. On 
8k t:\ — IndQ,{T^ ). Appliquant la proposition 5.2, on voit que la non-nullité de C^^^^pest 
équivalente à la non-nullité de C^^p. L'assertion (ii) s'en déduit. 

Supposons satisfaites les conditions de (ii). Pour tout A, on choisit des éléments eA,e^, 
ex et tels que 

^TTxA^^'x ® ^'x^ ® ex) ^ 0. 
Grâce à (i), il existe un voisinage cux de A dans iA^ ptel que 

pour tout A' e ujx- Puisque iA*j^ p est compact, on peut choisir une famille finie {Xi)i=i,...,n 
de sorte que 

U ^A, = iAl^F- 

i=l,...,n 

On définit ej, e^, e^, par = e^^ etc.. Notons (p[ la conjuguée complexe de la fonction 

A JO,^^,p{^'i ® e.,ei (g) Ci). 

et posons 

i=l,...,n 

Alors (/9 est une fonction à valeurs strictement positives. On satisfait la condition 
(iii) en définissant ipi = (p'J(p. □ 

5.4 Le cas des induites réductibles 

On conserve les données de 5.3. Posons tt = ttq. Cette représentation est semi-simple 
et toute sous-représentation irréductible y intervient avec multiplicité 1. 

Lemme. Supposons Cj^^p non nulle. Alors il existe une unique sous-représentation 
irréductible tt' de tt telle que C^^'^p soit non nulle. 

Preuve. Par construction, pour toute sous-représentation irréductible n' de tt, la forme 
^■k',p est la restriction de jC-j^^p à l'espace Ep (g) oià E^^i c }Cq ^ est l'espace de tt'. 
D'autre part, soient e', e" G Ep et e', e" G ICq .^. Pour A G iA^ p en position générale, la 
représentation ttx est irréductible. D'après 5.1(1), on a l'égalité 

|£.„,(6' ® e", 6" ® e')P = |/:.„p(e' ® e', ® e')||/:.„p(6" ® e", ® e")|. 

D'après le lemme 5.3(i), tous les termes sont continus en A. L'égalité est donc vraie pour 
tout A. Pour A = 0, elle donne 

(1) |£,,,(e' e", e" e')!' = |>C,,p(e' e', e' e')||>C,,p(e" e", e" e")|. 
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Puisque C^^^p n'est pas nulle, on peut choisir e', e", e', e" tels que C^K.p^^ ® e", e" ® e') 7^ 0. 
Par linéarité, on peut supposer qu'il existe des sous-représentations irréductibles tt' et tt" 
de TT telles que e' G E'^r' et e" G E"^». La relation (1) entraîne que C-K^pi^^ ® e', e' ® e') 7^ 0, 
donc Ct^'^p n'est pas nulle. D'où l'existence affirmée dans l'énoncé. Soient maintenant 
tt' et tt" des sous-rcprcsentations irréductibles de tt telles que Ct^',p et vC7r",p ne soient 
pas nulles. En appliquant 5.1(2), on peut fixer e', e" G Ep, e' G E^tt' et e" G £^7r" de 
sorte que C-K,p{^ ® e', e' e') 7^ et CT^,p{e" ® e", e" (8) e") 7^ 0. D'après (1), on a aussi 
^■K,p{€' ® e", e" ® e') 7^ 0. Par construction de C-^^p, cela entraîne que le coefficient g 1— > 
{e",7i{g)e') n'est pas nul. Les sous-espaces E^^' et ne sont donc pas orthogonaux, ce 
qui implique tt' = tt". □ 

5.5 Le cas r = : majoration des entrelacements 

Soient (V, qy) et {W, qw) deux espaces quadratiques compatibles. On suppose dy — 
dw + 1- Soit TT, resp. p, une représentation tempérée de G{F), resp. H (F). Soient l G 
HomH,^{T^, p) et X un sous-groupe ouvert compact de G{F). 

Proposition. Pour tous e G Ep, e G ii existe uu réei > teis que 



pour tout g G G(-F). 

Preuve. La proposition dépend du groupe Soit un autre sous-groupe ouvert 
compact de G{F). Montrons d'abord que la proposition relative à est équivalente à 
celle relative à K^. On peut démontrer que la proposition relative à est équivalente à 
celle relative à ^ fl puis que celle-ci est équivalente à celle relative à K^. Cela nous 
ramène au cas 011 C X. Notons lK_{€,e,g) l'intégrale de l'énoncé et /^'(e, 6,5^) son 
analogue pour le groupe K^. On a les inégalités 



dont on déduit la propriété voulue. 

On a fixé un élément vq G V, non nul et orthogonal à W. On peut multiplier qy 
et qw par une constante, cela ne change rien aux groupes G et if ni aux données de 
notre problème. On peut donc supposer qvivo) — 1, ce qui simplifiera la rédaction. 
La proposition est triviale si qy est anisotrope : dans ce cas, G{F) est compact et la 
fonction g 1— > (e, l{TT{g)e) ne prend qu'un nombre fini de valeurs. Supposons que qy n'est 
pas anisotrope. Fixons un système hyperbolique maximal (v±î)i=i,...,n de V . On a n > 1. 
Notons Van l'orthogonal du sous-espace engendré par ces éléments et posons : 



Notons R la somme de R^^ et du o^-module engendré par les v±î, i = 1, .... n. Ce réseau 
possède un clément v tel que qv{v) = 1, par exemple v = Vi + v_i. Quitte à transformer 
le système hyperbolique et le réseau R par l'action d'un élément de G{F), on peut donc 
supposer vq G R. Notons I£ le stabilisateur de R dans G{F). C'est un sous-groupe 




%'(e,e,^) < lK{e,e,g) < lKie,e,kg), 



keK'\K 



R^n^iv ^ Van] qv{v) G 0^}- 
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compact maximal de G{F), pas forcément spécial (il l'est si Van = {0} ou si Van possède 
un élément v tel que qv{v) G o^). Le groupe X contient en tout cas comme sous-groupe 
d'indice fini un sous-groupe parahorique de G{F). Soit Amin le sous-tore déployé maximal 
de G formé des éléments qui conservent chaque droite Fv±i et agissent trivialement sur 
Van- Notons M^in 1^ commutaut de A^^m dans G, qui est un Lévi minimal de G. Le 
groupe K_ est en bonne position relativement à Mmin- Pour obtenir la majoration de 
l'énoncé pour le groupe X, il suffit de majorer lK{€,e,a) pour a G Ajnin{F). En effet, 
d'après Bruhat-Tits, il existe un sous-ensemble compact F de G(F) tel que tout élément 
g e G {F) s'écrive g — ka'j, avec k & I^, a & A„iin{F) et 7 G F. On a alors 

lK(e,e,g) = %(e, 7r(7)e, a) 

et la majoration de ce dernier terme implique la majoration cherchée de lK_{e,e,g). 
Comme dans la preuve de 4.9, introduisons le groupe de permutations & et, pour s G ©, le 
sous-ensemble Amin{F)~ de Aniin{F). Le groupe A^j„(F) est réunion des sous-ensembles 
Amin{F)j , quand s parcourt &. On peut donc fixer s et se limiter aux a G Amin{F)j. 
Quitte à reindexer notre système hyperbolique, on peut supposer que s est l'identité. 
Notons simplement Amin{F)^ l'ensemble des a G Amin{J^) tels que valp{an) > ••• > 
valp{ai) > 0. On peut se limiter à majorer /^(e, e, a) pour a G 
Fixons un entier Z > tel que 

(1) / > valF{2) ; 

(2) pour tout a; G -F, la condition valp{x) > / + 1 entraîne que 1 + x est un carré et 
possède une racine + x telle que valp{\/l + x — 1) = valp{x/2). 

Si p 7^ 2, on peut prendre / = 0. Pour i = 1, n, posons v'^ = zufvi et v'_j^ = Wp^^v^i. 
Notons ^ le réseau somme de R^^ et du Oi?-module engendré par les v'j^^ pour i = 1, Z. 
Notons X' le stabihsateur de g dans G{F) {g ^ R et ^ K si l ^ 0). S'il existe 
V G Van tel que = 1, on fixe un tel clément que l'on note Vq et on pose E = {±Vq}, 

L = 1. Sinon, on pose v'q = Vi+v_i, E = {zup^v[ + zupv'_i; c = 0, /}, l = 2. Remarquons 
que E G B! dans le premier cas. Fixons a G et posons ctj = valp{ai) pour tout 

i — 1, n. Notons B' le sous-ensemble des suites b = (61, 6„) G 1/^ telles que 

K > K-i > ■■■ > bi ; 

an-bn> dn-l - 6n-l > ••• > «i - 61 > 0. 

Notons X' = {x & V]qv{x) — 1}. Soit x G X'. Pour i — l,...,n, introduisons 
l'ensemble 

B.^(x) = {6 G Z; 6 < «i, a; G zu^p'^'ag + cu^iî'}. 

L'ensemble Bi{x) n'est pas vide : il contient tout élément suffisamment négatif. Posons 
hi{x) — sup{Bi{x)), puis b(a;) = {bi{x), ...,bn{x)}. Montrons que 

(3) h{x) appartient à B'. 

Pour i<n — letfeG Bi{x), on a 6 < < «j+i et 

X G w'^f'^ag + zu'^pg C w'^f'^'+'ag + w'^pg. 
Donc b G Bi+i{x). Ainsi Bi{x) C d'oii > bi{x). Posons 

Ci{x) = {c G Z; c < 0, a; G w'pttg + U7^+""^'}. 

On a 6.j(a;) — «j = S'up(Cj(x)). On voit comme ci-dessus que Ci^i{x) C Ci{x), d'oii 
6i+i(a;) — «j+i < 6j(a;) — «j. Enfin, «i — > par définition de bi{x). Cela prouve 
(3). 
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Le groupe K'naK'a~^ agit sur X'. Par construction, les ensembles Bi{x) ne dépendent 
que de l'orbite de x pour cette action. L'élément x ne dépend donc lui-aussi que de cette 
orbite. L'application 

H{F)\G{F) X' 

g ^ g'^vo 

est un isomorphisme. Le quotient des mesures de Haar sur H{F) et G{F) est une mesure 
sur l'ensemble de départ que l'on transporte à l'ensemble d'arrivée. Posons X — Rd X'. 
Pour b e B', notons -'^(b) l'ensemble des x E X tels que h{x) — b. Notons B le sous- 
ensemble des b e B' qui vérifient de plus 61 > —ni et, dans le cas 011 i = 2, 61 < 0. 

Montrons que 

(4) pour b G B', X{h) est vide si b ^ ; on a une majoration 



■mes{X{h)) « q 



-E, 



i=l,. 



pour tout b = (61, 6„) e B. 

Soit X G X. On a l'inclusion R C Wp^^R[^ donc —ni G Bi{x) et hi{x) > —ni. 
Supposons 61 (x) > 0, donc aussi «i > 0. Ecrivons x = Xan + X]i=±i ±n^«'^i' ^^^"^ 
Xan ê Kn et G F pour tout i. Puisque x G ^, on a Xan £ Ran valp^X-i) > l pour 
tout i = 1, ...,n. La condition 

X G CT^""ia^' + îi7F^' 
entraîne valpixi) > 1 pour tout i. La condition = 1 entraîne alors î;aZF(çy(X(j„) — 



1) > / + 1. Donc qv{xan) est un carré et l'élément v — Xan/ y qv{xan) de Van vérifie 
Qviv) = 1. Donc i = 1. Cela prouve la première assertion de (4). 

Soit h E B. Comme ci-dessus, écrivons tout élément x E V sous la forme x = 
=±1 ...±n^M- Notons ^(b) l'ensemble des x e R tels que valp^Xi) > bi pour tout 
i — l, ...,n. On vérifie que ^(b) C ^(b). Considérons l'appfication 

V ^ F 

V ^ qv{v). 

Soit u G F^ , notons Vj/ la fibre de cette application au-dessus de u. Au-dessus de F^ , 
l'application est une fibration localement triviale. Des mesures de Haar sur V et F se 
déduit donc une mesure sur K, notons- la d^v. Pour / G C^{V), on a l'égalité 



f{v)dv = / f{v)d^vdv. 
Jf Jv^ 



La mesure d^ est invariante par l'action de G{F) et c'est la seule mesure vérifiant cette 
condition, à une constante. Pour i/ = 1, on a Vi = X' et on peut supposer que di coïncide 
avec la mesure que l'on a précédemment introduite sur cet ensemble. D'autre part, pour 
A G F^, on vérifie que 



011, comme d'habitude, est définie par f^{v) = f{Xv). Supposons f^ = f pour A G 0^. 
On déduit des relations ci-dessus l'égafité 

Jv^ JveV;qv{v)ei'Op''^ 
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On applique cela h v — 1 et h la fonction caractéristique / de l'ensemble ^(b). On 
obtient une majoration 

mes{X{h)) « mes{{x ^ R{h);qv{x) G o^'^}) << mes{R{h)) « q-^i=h-,n''i _ 

Cela prouve la seconde assertion de (4). 
Soit X G R. Montrons que 

(5) dans l'orbite de x sous l'action de fl aK'a~^, il existe un élément y (non 
nécessairement dans R) de la forme y — e + n^«^i' où e & E. 

Pour cela, on écrit x — Xan+'^±i ±„ ^i^l et on montre par récurrence sur j — 1, ...,n 

que 

(6) la conclusion de (5) est vérifiée si x^i = pour i = j + 1, n. 
Pour v',v" e V, on note c{v',v") l'élément de q{F) défini par 

c{v', v"){v) — qviv, v')v" — qv{vi v")v' . 

Notons Vj, resp. V^-i, le sous-espace de V engendré par Van et les v'^^ pour i = 1, j, 
resp. i — 1, J — 1. Pour v G T^-i, on pose ky — exp{c{v'_j,v)). On a 

kx)V_j = 

kyVj ^v'j + v - qv{v)v'_j; 

kv{z) ^ z — qv{z,v)v'_j, pour z G 

= pour z orthogonal à Vj. 

En particulier, si w G .R' fl V^-i, on a /c^ G -K'. Mais a^^k^a = exp{c{v_j, aja'^v)) et 
aja~^{R! n C ^' n Donc, si v G ^' n on a A;^ G X' n aK^a~^. Soit x 

vérifiant l'hypothèse de (6). Ecrivons x — u+XjVj+z+X-jv'_j, avec w = J2i=j+i n^i'^'i ®^ 
±i,...±0-i) L'élément m est orthogonal à V^^ et appartient kR. L'élément 

z appartient à iî fl C ro^ "'•''iî' fl V^-i- On a aussi valpixj) > —jl, valpix^j) > jl. 
Supposons d'abord fa/p'(a;j) > (1— + donc valp^XjX^j) > / + L'égalité qv{x) = 1 
équivaut à qv{z) = 1 — XjX-j. D'après le choix de /, on peut introduire une racine carrée 
^/qv{z) telle que ^0/^(1 — ^/qv(z)) = valpixjx^j /2) > 1. Posons 

Xjy/qv{z) 

Alors valpiX) = valF{x_j/2) > {j - 1)1. Donc Xz e R^ n Vj_i et kxz G X' n qK^q-^. On 
a 

kxzX — u + Xjv'j + (1 — Xxj)z + {x-j — 2Xqv{z) — X^Xjqv{z))v'_j. 

On vérifie que le coefficient de v'_j est nul : on a choisi A pour cela. D'autre part 
valp{Xxj) > 1, donc (1 — Xxj)z G R. Supposons j > 2. Alors kx^x vérifie les mêmes 
conditions que x, l'entier j étant remplacé par j — 1. L'hypothèse de récurrence permet 
de conclure. Si j = 1, l'élément kxzX est de la forme kxzX = y an + ^«=1 nVi'^'i- ^ 
QviVan) = 1, donc i = 1. Il existe un élément Çan e Gan{F) tel que ÇaniVan) = ±^^0- ^-^P" 
pelons que Gan{F) est contenu dans n aK'a~^. En posant y = ÇankxzX, cet élément 
vérifie les conditions requises. Cela conclut le cas oii valp{xj) > (1 — j)/ + 1. Supposons 
maintenant valp{xj) < (1 — Alors —z/xj G fl l^-i. L'élément k^z/x^x est égal à 
u + Xjv'j + xj^v'_j. Si j > t, considérons l'élément v'q e RD Vj-i. On a Vq/xj G n ^-i. 
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K'g/xjk-z/xjX — u + XjVj + v'q et cet élément a la forme voulue. Si j = 1 < t, on a 
—l < valpixi) < 0. En faisant agir un élément de A^j„(F) (1 (1 aK^a~^, on peut 
remplacer k_z/xiX par un élément u-\-VDp%[ + 'UJpv'_i, avec < c < l, qui est de la forme 
voulue. Cela prouve (6) et (5). 

Soient b = (6i, 6„) E B et x E ^(b). Montrons que 

(7) dans l'orbite de x sous l'action de fl aK'a~^, il existe un élément y de la forme 
y — e + X]i=t n '^f'^'ij ^^^^ e E E, bi < Pi < bi + l pour tout i — l, ...,n. 

D'après (5), on peut remplacer x par un élément de la forme x = e + J2i=L n^i'^i 
avec e E E. On va prouver que, pour tout i = l, ...,n, il existe un élément y de l'orbite 
de X sous l'action de n aK'a~^ tel que y = e + zul^v'- + V-, „ ^^^x^v',, avec bi < 
Pi <bi-\- 1. L'assertion (7) résultera de cette propriété appliquée successivement à tout 
i — L, ...,n. Dans le cas oià t = 2, on introduit la coordonnée supplémentaire xi en posant 
e = Xiv[ + xï^v'_i. En tout cas x G ai?' + X]i=i n-'^i'^i- Pour un tel élément, on calcule 
aisément h{x) : pour tout i = 1, ...,n, bi{x) est le plus petit des entiers 

ai, valp{xj) pour j — i, n, valp{xj) — aj + ai pour j — 1, i — 1. 

Fixons i G {l, ...,n}. Puisque x G X{h), on a bi{x) = bi. En particulier, valp{xi) > bi. 
Si valpixi) < bi + 1, il suffit de remplacer x par a'x, où a' est un élément convenable de 
Amin{F)r\K^r\aK^a~^ pour obtenir l'élément y cherché. Supposons valpixi) > bi+l. Si le 
plus petit des entiers ci-dessus est valpixj) pour un j tel que i + 1 < J < n, on introduit 
l'élément k = exp{c{v'_j,v[)). 11 appartient à K^. On a a~^ka = exp{aja^^c{v'_j,v'j)). 
Puisque j > i, valp(aja~'^) > 0, donc a~^ka E et k E K'r\aK'a~^. Posons y = kx. Les 
coordonnées de y sont les mêmes que celles de x, sauf yi qui vaut Xi + Xj. Alors valpiiji) = 
bi et on conclut en appliquant encore un élément convenable de A^in{F) fl^' fl aK'a"^. 
Si le plus petit des entiers ci-dessus est valp{xj) —aj + ai, pour un j tel que 1 < j < i — 1, 
on introduit l'élément k = exp{aiaj^c{v'_j,v'j)) et on pose y = kx. On vérifie de même 
que k appartient k (1 aK'a^^ et que les coordonnées de y sont les mêmes que celles de 
X, sauf yi qui vérifie valp{yi) = bi. On conclut comme précédemment. Reste le cas où le 
plus petit des entiers ci-dessus est ctj. On peut même supposer que tous les autres sont 
strictement plus grands. En particulier valp{xn) > o;„ > 0. D'après la définition de E, 
cela entraîne l — 1. On introduit alors l'élément k — exp{c{e,aivl)) et on pose y — kx. 
On vérifie encore que k E K'n aK'a-^ et que y a les mêmes coordonnées que x, sauf yi 
qui vérifie valp{yi) = bi + valp{2). On conclut comme précédemment. Cela prouve (7). 

Notons X" l'ensemble des x E X' àe la forme x — e + Ylii=i n^i'^i si t = 1, x = 
x^^^V-i + n-^î^î si L — 2, où e E E dans le premier cas et oià, dans les deux cas 

et pour tout i = 1, ...,n, Xi = zup, avec < Ci < {n + 1)1. C'est un ensemble fini. Pour 
tout X E X", fixons '-fx ^ G{F) tel que 'y^^'^o = x. Posons P = {"^x'-iX E X"}. Pour 
b = {bi,...,bn) G introduisons l'élément a(b) G Amin{F) tel que a(b)j = w^p pour 
tout i = 1, ...,n. Un élément y vérifiant la conclusion de l'assertion (7) est de la forme 
a(b)x" pour un x" E X", autrement dit de la forme a{h)j~^vo pour un 7 G F. On a donc 

(8) pour tout X E -'^(b), il existe k' E r\aK^a~^ et 7 G F tels que k'x = a{h)^~^vo. 

Pour tout X G X", notons H'^ le sous-groupe des cléments de G qui fixent x. Intro- 
duisons le sous-groupe parabolique P^m = ^minUmin £ 'Pi^min) formé des éléments qui 
conservent le drapeau de sous-espaces 

Fvn C Fvn e Fvn-i C ... C Fv^ ... Fvi. 

Introduisons aussi le sous-groupe parabolique P' — M'U' G T{Mmin) formé des éléments 
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qui conservent le drapeau des n + 1 — l premiers sous-espaces ci-dessus. On a P' — Pmin 
si t = 1 ou si Van = {O}- Moutrous que 

(9) pour tout X e X" , l'application 

{P'{F)nH-{F))xP^UF) ^ G{F) 

{p',p) ^ p'p 

est submersive à l'origine. 
Il suffit de prouver l'égalité 

{p'{F)nr{F))+Pmin{F) = d{F). 

Notons J)"^'-*- l'orthogonal de [)^ dans q pour la forme {X,Y) i— trace{XY)/2 et notons 
Ûmin le radical unipotent de Pmin- H suffit encore de prouver l'égalité 

(u'(F) + r'^(F))nû^,„(F) = {0}. 

Notons l'orthogonal de x dans V. Tout élément de i}^'-^{F) est de la forme c{x,y), 
pour un y E W^. On doit donc prouver que, pour y G W^, N' G u'(F), N G Vimin{F), 
l'égalité N' + c{x, y) = N entraîne TV = 0. Considérons de tels éléments. Soit i — 
t, ...,_n. On a c{x,y)vi = qv{v,,x)y - qv{vi,y)x = -qv{vi,y)x. On a qv{N'vi,V-i) = 
qv{Nvi,V-i) = 0. Donc qv{c(x,y)vi,v^i) = 0, c'est-à-dire —Xiqv{vi,y) = 0. Puisque Xi ^ 
0, on a qvivi^y) = 0, donc c{x,y)vi = 0. Alors N'vi = Nvi. Ces éléments appartiennent à 
des sous-espaces de V d'intersection nulle, donc Nvi = 0. Si t = 1, ou si Van = {0}, cela 
suffit pour conclure : un élément de û(F) qui annule tous les Vi, pour i = t, n, est nul. 
Supposons t = 2 et Van 7^ {0}. Il faut montrer de plus que N annule Van- Soit Van G Kn- 

On a c{x,y)Van = qv{Van,x)y - qv{Van,y)x = -qv{Van,y)x. On a qv{N'Van,V-l) = 

qv{Nvan,V-i) = 0, donc qvic{x,y)van,v^i) = 0, c'est-à-dire -Xiqv{van,y) = 0. Puisque 
Xi 7^ 0, on a qv{van,y) = 0, donc c{x,y)van = 0. Alors N'van = Nvan- Ces éléments 
appartiennent encore à des sous-espaces de V d'intersection nulle, donc Nvan — 0. Cela 
démontre (9). 

Apres ces préparatifs, passons à la majoration de lK_{e, e, a). Pour tout k G X, on a 
k'^VQ G X. Pour b G B, posons ^(b) = {/c G ^; k'^v^ G X(b)}. On a l'égalité 

%(e, e, a) = ^ %(b)(e, e, a), 

beB 

011 

%(b)(e,e,a)= / \{e,l{'K{ka)e))\dk. 

JKih) 

Fixons b = G B. Soit k G ^(b), appliquons (8) a, x = kr^v^. II y a A;' G 

K^' n aK'a^^ et 7 G r tels que k'kr^vo = a(b)7~^t'o. Fixons de tels éléments et posons 
h — kk'~^a{h)'y~^. Alors hvo = vq, c'est-à-dire h G H{F). On a A; = h'ya{h)^^k' , donc 
7r{ka)e — 7r{h'ya{h)~^a)e' , où e' — 7r{a~^k'a)e. Notons x l'élément de X" tel que 7 = 7^;. 
Montrons que 

(10) il existe des sous-groupes ouverts compacts K_i C P'{F)r\H^[F) et C P{F), 
indépendants des variables a, h et k, tels que la fonction 

{ki,k2) ^ {e,l{'K{hjkik2a{h)~^a)e')) 

soit constante sur x K_2. 
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Puisque a'^k'a G K^, le vecteur e' appartient à un ensemble fini indépendant des 
variables. D'autre part, par définition de S', on a a(b)~^a G Amin{F)~ ■ La conjugaison 
par a(b)a~^ contracte P. Il existe donc ^2 comme ci-dessus tel que Ti{k2a{h)~^a)e' = 
7r(a(b)~^a)e' pour tout k2 G K^2- Considérons l'application ki ^ h^ki'j^^h^^ sur P'{F)r\ 
H^{F). Elle prend ses valeurs dans H (F) car jH^j'^ = H. D'autre part, elle est 
"bornée" en un sens facile à préciser. En effet, on a ^17 = kk''^a{h); les racines de 
a(b) dans p' sont bornées par définition de B et A; et k' appartiennent à des compacts. Il 
existe donc K^i comme dans l'énoncé tel que p{h'ykï^^~^h~^)e — e pour tout ki G IÇ^. 
D'où (10). 

Grâce à (9) et (10), et à la finitudc de F, il existe un sous-groupe ouvert compact K^' 
de G{F), indépendant des variables, tel que la fonction 

k"^ {e,l{7r{h'yk"a{h)-^a)e')) 

soit constante sur X". Fixons un tel X". On a alors 

(e,/(7r(A;a)e)) = {e,l{7r{h-fa{h)-^a)e')) = (e, /(7r(/i7)e")), 

011 

e" = mesiK!')-^ f n{k"a{h)-^a)e' dk". 
Jk" 

Fixons une base orthonormée {ej)j=i^,,,^k du sous-espace E^" . On a 

j=l,...,k 

d'où 

{e,l{n{ka)e))= (e, /(7r(/i7)e,))(e„ e"). 

j=i,...,k 

Pour tout j, on a {ej,e") = (cj, 7r(a(b)~^a(a~^/c'a))e). Rappelons que a~^k'a G K^. D'où 
une majoration 

|(e„e")|«S«(a(b)-^a). 

On a aussi 

\{e,l{n{h^)e,))\ = \{p{h-')e, l{n{^)ej))\ « E^{h). 

Rappelons que h — kk'~^a{h)^'~^ et que l'on a noté x l'élément de X" tel que 7 = ^x- 
Ecrivons x — y + n-^»'^» ^^^^ y&E si l — 1, y — xï^v^i + XiVi si l — 2. On a 

X = exp{c{y, {y — x)/2))y. Posons 70 = jexp{c{y, {x — y)/2)). Alors Jq^Vq — y. Notons 
le sous-groupe des éléments de G qui fixent y. On a ^q^H^q — H'^ et une majoration 

E^{h) «S^^(7o-^/.7o). 

On ajQ^hjo = jQ'^kk'~^a{h)exp{c{y, {x—y)/2)). Introduisons l'élément a(b)' G Amin{F) 
tel que 

- si i = 1, a(b) • = zup'^"''' pour i — 1, n ; 

- si t = 2, a{h)l — w^-f^^ pour i = 1, n. 
On a 

lo^h'jo = kia{h)" u' a(h)' , 

où. kl = 'jokk''^, a(b)" = a(b)a(b)'~"^, u' = a{hyexp{c{y, {x—y)/2))a{h)'~^. Remarquons 
que a(b)' appartient à Hy{F), donc aussi kia{h)"u' G H'^{F). L'élément ki reste dans 
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un compact. D'après la définition de B, l'élément a{h)" reste lui-aussi dans un compact. 
Enfin c(y, {x—y)/2) appartient à u'{F) et la conjugaison par a(b)' contracte cet ensemble. 
Donc u' reste dans un compact. On en déduit une majoration 

S^^(7o-^M «5^^(a(b)'), 

puis 

|(e,/(7r(A;a)e))| « E^"" {a{hy)E^ {a{h)-^ a) . 

Les éléments a(b)~^a et a(b)' sont "négatifs" pour Pmin, resp. P' fl H^. D'après [W2] 
lemme II. 1.1, il existe un réel D tel que le membre de droite ci-dessus soit essentiellement 
borné par 

W.(a(b)')^/^5p^.„(a(b)-^a)VV(a(b)')^a(a(b)a)^. 

Les coefficients de a(b)' sont essentiellement les mêmes que ceux de a(b). En calculant 
explicitement l'expression ci-dessus, on obtient la majoration 

|(e,/(7r(A;a)e))| « g^^=i.-."''/V(a(b))^S^(a)a(a)^. 

L'application k k^^vo de fl H{F))\K_{h) dans X{h) est injective et préserve les 
mesures. D'après (4), on a donc 

mes{K{h)) « q-^i=h-,nbi ^ 

puis 

%b)(6,e,a) « g-5:i=i,...,«V2^(a(b))^S«(a)a(a)^, 

et enfin 

%(e,e,a) « S«(a)a(a)^ g-^^=i "''^/V(a(b))^. 

heB 

L'ensemble B dépend de a mais est contenu dans l'ensemble des (61, &„) G Z" tels que 
bi > —ni pour tout i. On peut remplacer B par cet ensemble, la série ci-dessus y est 
convergente et on obtient la majoration 

lK(^,e,a) « S^(a)cr(a)^ 

que l'on voulait démontrer. Cela achève la preuve. □ 



5.6 Le cas r = : tout entrelacement est tempéré 

Soient (V, qv) et (W, qw) deux espaces quadratiques compatibles. Soient tt G Temp{G) 
et p e Temp{H). 

Proposition. Supposons dy — dw + 1- Alors m{Ti,p) = 1 si et seulement si jCt^^p n'est 
pas nulle. 

Preuve. Pour une raison qui va apparaître, modifions la notation en notant tt' plutôt 
que TT la représentation de G{F). Un sens de l'équivalence ("si") est clair d'après 5.1. 
On doit prouver que, si Hom,ij (^{ti' , p) n'est pas nul, /^7r',p ne l'est pas non plus. Puisque 
tt' est tempérée, on peut fixer des données comme en 5.3, avec de plus tt, pi,....,Ps de la 
série discrète, de sorte que tt' soit une sous-représentation de la représentation induite 
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TT = ttq. On peut supposer que E^^/ C fCg^. Soient e, e' G ^q,t V fonction C°° sur 
iAlp. Comme en 1.6, définissons une fonction / = fe,e',ifi sur G{F) par 



fig)^ V^{X){nx{g)e',e)m{Tx)dX. 

JiA*r „ 



Elle appartient à l'espace de Scliwartz-Harish-Chandra S{G{F)) et agit donc dans tt'. 
Par définition de cette action, on a 



eo,7r'(/)eo) = / {eo,7i'{g)eo)f{g)dg 
Jg(f) 



IG{F) 

pour tous eo, G fi'Tr'. Soit Z G HomH,£,{T^' i p), supposons Z ^ 0. Soient cq G Et^/ et e G Ep. 
Posons 

Ae,eo,/)=/ {e,l{n{g)eo))f{g)dg. 

Jg(f) 

Grâce à la proposition 5.5, cette intégrale est absolument convergente. On peut la calculer 
de deux façons. La première consiste à fixer un sous- groupe ouvert compact Kf de 
G{F) tel que / soit biinvariante par Kj et une suite (îl„)n>i de sous-ensembles ouverts 
compacts de G{F) biinvariants par Kj, telle que 



Q„ C Qn+i, et U fin = G{F). 



n>l 

Alors 



/(e, eo, /) = lim / {eA'^'{g)e,))f{g)dg. 
Considérons cette dernière intégrale. Puisqu'elle est limitée à un compact, on a 

{e,l{7r'{g)eo))f{g)dg = (e,/(e„)). 



ou 



/ T^\g)f{g)dg- 



Ces vecteurs restent dans le sous-espace de dimension finie E^, . De plus, dans ce sous 
espace, linin^oo^n = 7'"'(/)eo- On en déduit 

Hm„_^oo(e,^(e„)) = (e, Z(7r'(/)eo)), 



puis 

D'autre part, on a 



(1) 7(e,eo,/) = (e,Z(7r'(/)eo)). 

-^(e,eo,/) = / I{e,eo,f,g)dg, 
Jh{f)\g{f) 



ou 



-^(e,eo,/,^) = / {e,l{n'{hg)eo))f{hg)dh 

Jh{f) 

^ / {e,l{'K'{hg)eo)) / (f{X){'Kxihg)e' ,e)m{Tx)dXdh. 

Jh(F) JiAt „ 



IH{F) JiAl^ 
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Fixons g. La dernière intégrale est absolument convergente. En effet, quand on remplace 
tous les termes par leurs valeurs absolues, il existe un entier D tel que l'intégrale intérieure 
soit << E^{h)a{h)'^. Le premier terme est << et l'assertion résulte de 4.3(4). 

On permute les deux intégrales, on utilise l'égalité {e,l{7c'{hg)eo)) — {p{h)~^e,l{Tr{g)eo)) 
et on change h en h~^. On obtient 

-^(e,eo,/,^) = / (p{X)m{Tx) / {p{h)e,l{n' {g)eo)){7ix{g)e' ,7ix{h)e)dhdX. 
JiAl^p Jh{f) 

On reconnaît l'intégrale intérieure : c'est CT,^^p{e ® 7i\{g)e', l{'n''{g)eo) ® e). On obtient 
(2) 7(e,eo,/)= / / (fi{X)m{Tx)jC^^,pie ^ 7rx{g)e' ,l{7r'{g)eo) ^ e)dXdg. 

Jh(F)\G{F) JiAl^^ 

Fixons un voisinage a; de dans iA*L F tel que la relation 1.6(1) soit vérifiée. Fixons 
e e £'p et eo e E^r tels que (e, /(eo)) ^ 0. Appliquons les constructions ci-dessus à 
e = e' = Cq et à une fonction cp à support dans u telle que ^p{0) ^ 0. La relation 
1.6(1) nous dit que 7r'(/)(eo) est un multiple non nul de Cq. D'après (1), on a donc 
/(e, eo, /) 7^ 0. Alors (2) implique qu'il existe A tel que C„^^p ne soit pas nul. D'après 
le lemme 5.3(ii), jCt^^p n'est pas nul. Si tt est irréductible, on a tt' = tt et c'est terminé. 
Sinon, d'après le lemme 5.4, il y a une sous-rcprcsentation irréductible n" de vr telle que 
Cj^rr^p ne soit pas nul. D'après 5.1(2) on peut fixer Ci G Ej^rr C /Cq^ et ei G Ep de sorte 
que £7r,p(ei ® ei, ei ® Ci) ^ 0. Notons c la valeur non nulle de ce terme. D'après le lemme 
5.3(i), quitte à restreindre eu, on peut supposer que \C-„^^p{ei ® ei, ei ® ei)| > |c|/2 pour 
X E eu. Soit (/?' la fonction à support dans eu telle que, pour X & eu, 

(p'{X) = <^(A)>C7rA,p(e ® ei, ei (g) eo)>C^;,,p(ei (g) ei, ei (g) ei)"^ 
C'est une fonction C°°. Posons /' = fei,eo,<p'- Montrons que l'on a l'égalité 

(3) /(6,eo,/) = /(ei,eo,/'). 
D'après (2), il suffit de prouver que, pour tous A et g, on a l'égalité 

(p{X)C^^^p{e (g) 7rA(5')eo, l{Ti'{g)eo) (g) cq) = ip'{X)C^^^p{ei g) 7rA(5')eo, l{Ti'{g)eQ) (g) d). 

Tous les termes étant C°°, on peut supposer A en position générale, donc n\ irréductible. 
On peut aussi supposer A G cl^. Fixons un tel A et un élément non nul l G HomniT^x, p)- 
D'après 5.1, il existe c G tel que 

>C^.,p(e' ® e', e e) = c(e', i(e))(i(e'), e) 

pour tous e, e' G ^q^r ^ ^ ^p- ^es deux membres de l'égalité à prouver valent 

c(/?( A) (e, i(eo) ) (/(tt^ («/)eo) , Z(7r'(t/)eo) ) . 

Cela prouve cette égalité et (3). D'après (3), /(ei,eo,/') 7^ 0. D'après (1), 7r'(/')eo 7^ 0. 
Alors, d'après 1.6(1), le produit scalaire (eo,ei) n'est pas nul. Puisque Cq G E^^i et ei G 
Et^ii, on a donc tt' = tt" et >C7r',p est non nul par définition de tt". □ 
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5.7 Tout entrelacement est tempéré 

Soient {V, qv) et (VF, qw) deux espaces quadratiques compatibles. Soit tt G Temp{G) 
et p e Temp{H). 

Proposition. On a m(7r, p) = 1 si et seulement si L^^^p est non nul. 

Preuve. On peut supposer dy > dy/- Le cas dy = dw + 1 est traité par la proposition 
précédente. Supposons dy > (ivF + 3. Comme dans la preuve précédente, on peut supposer 
m{TT,p) = 1 et on doit montrer que jCt^^p n'est pas nul. Posons k — {dy — dw + l)/2. 
Soit {Z', qz') un espace hyperbolique de dimension 2k, notons {V, qy) la somme directe 
orthogonale de W et Z'. Alors (y',qy') et (y,qy) sont compatibles et dy = dy + 1. Le 
groupe spécial orthogonal G' de V contient un groupe de Lévi L' isomorphe à GLk x H. 
Soient P' G V{L') et 7 une représentation admissible irréductible et cuspidale de GLk{F). 
Posons p' — Indp',{'y ® p). D'après le théorème 20.1 de [GGP], on peut choisir 7 de 
sorte que d'une part p' soit irréductible, d'autre part l'hypothèse m(7r, p) — 1 entraîne 
m(p',7r) = 1. On fixe un tel 7. Grâce à la proposition 5.6, la forme Cp/^-,, n'est pas nulle. 
Grâce au lemme 5.3(ii), la forme C^^^p est elle-aussi non nulle. C'est ce qu'il fallait prouver. 
□ 



6 Expression spectrale de la limite d'une intégrale 

6.1 Le théorème 

Soient {V, qy) et {W, qw) deux espaces quadratiques compatibles. On suppose dy > 
dw- On utilise les constructions et notations de 4.2. On fixe un Lévi minimal M^m de 
G contenu dans M. On suppose, ainsi qu'il est loisible, que le groupe K est en bonne 
position relativement à Mmin- On fixe des mesures de Haar sur G{F) et H (F). Les autres 
mesures que l'on utilisera sont normalisées comme en 1.2. On fixe une représentation 
p G Temp{H) et on note 9p son caractère. Soit / G G^{G{F)). Pour g G G{F), on 
définit une fonction ^/^ sur H (F) par 

'fHh) = [ f{g-'hug)i{u)du 

JU{F) 

et on pose 

nOp,f,9)= I ep{h)^f{h)dh. 

Jh(f) 

Pour un entier N > 1, on pose 

In{OpJ)= j I{9pJ,g)KN{g)dg. 

JU{F)H{F)\G{F) 

Pour L G C{M„iin), notons Ileu{L) l'ensemble des classes d'isomorphie de représentations 
admissibles irréductibles tempérées et elliptiques de L{F). Cet ensemble se décompose 
en orbites pour l'action tt 1— > tt^ de iA^. On note {UeiiiL)} l'ensemble des orbites. Soient 
O une telle orbite et tt G O. Ecrivons 

L = GLfci X ... X GLk, X G, 
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TT = /^l (g) ... (8) /^s ® 7f. 

La représentation n ne dépend pas du choix de n dans O. D'autre part, G est le groupe 
spécial orthogonal d'un sous-espace VdeV qui est compatible à W. On définit comme 
en 4.1 et 5.1 les nombres t{Tt) et m(7r, p). On pose t(7r) ~ t{Tr) et m{0,p) — m(7r, p) = 
m{n,p). Notons aussi iA^ le groupe des A G ^^^^ pour tout tt & O, ttx soit 
équivalente à tt. On pose 

LeC{Mmin) Oe{UM{L)};m{0,p)=l 

[iA^'o : iAlF]-H{n)-' [ J^{nxJ)dX, 

011, pour toute orbite O, on a fixe un clément tt G (9. La fonction A i-^ J^{7Tx,f ) est 
C°°. Si l'on fixe un sous-groupe ouvert compact Kf de G{F) tel que / soit biinvariante 
par Kf, elle n'est non nulle que si tt admet des invariants non nuls par Kf. Il n'y a 
qu'un nombre fini d'orbites O vérifiant cette condition. L'expression ci-dessus est donc 
absolument convergente. 

Théorème. Soit f G C^{G{F)). Si f est très cuspidale, on a l'égalité 

limN^oolN{Op, f) = Ispec{Qpi f)- 



Toute la section est consacrée à la preuve de ce théorème. Pour toute cette section, on 
fixe une fonction / G C^{G{F)), que l'on suppose très cuspidale. On fixe un sous-groupe 
ouvert compact Kf de K, distingué dans K, tel que / soit biinvariante par Kf. 



6.2 Utilisation de la formule de Plancherel 

Exprimons / à l'aide de la formule de Plancherel. Comme on l'a dit en 1.6, pour tout 
L G C{Mmin), on peut fixer un sous-ensemble fini 112 (L)^ C 112 (L) de sorte que pour 
tout g eG{F), 

m- E iW^Wr E fo{g), 

où 

fo(g) = : iAlA-' f m{rx)trace(Ind^(rx, g-')Ind^(rx, /)) dX. 



On a remplacé M et P par L et Q dans la formule de 1.6. Pour g G G{F) et h e H{F), 
on a donc 

'fHh)= f E iW'^Wr' E fo{g-'hug)au)du. 

On fixe un produit scalaire invariant sur Ep. Soit N > 1. Le support de la fonction kj^ 
restreinte à M{F) est d'image compacte dans H{F)\M(F). On fixe un sous-ensemble 
ouvert compact F^v de M{F) tel que ce support soit contenu dans H{F)Vn- On fixe un 
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sous-groupe ouvert compact Kj^^ de H{F) tel que, pour tout g G Fjv, soit contenu 
dans gKfÇ^^. Pour g e T^K, la fonction ^/^ sur H (F) est biinvariante par K^. Fixons 
une base orthonormcc du sous-espace E^'^ des éléments de Ep invariants par Kn- 
Alors, pour g G T^K, on a l'égalité 



;6,p(/i)e)^/«(/i)rf/i. 



-'p 



d'où 

XI fo{g'^hug)^{u)dudh. 
oen2{L)f 

Pour e e Ep, L e jC{M^in), O G n2(-L)^, et g' G posons 

(1) lL,o{e,f,g)= j {e,p{h)e)fo{g~^hug)C{u)dudh. 

Jh{F)xU{F) 

On a 

(2) cette expression est absolument convergente. 

D'après Harish-Chandra ([W2] proposition VI. 3.1), la fonction fo appartient à l'es- 
pace de Schwartz-Harish-Chandra S{G{F)). D'après [W2] proposition II.4.5, pour tout 
entier D, on a une majoration 

\fo{g-'hug)\du « ôp{h)-'/'E''{h)a{h)-^ 

U(F) 

pour tout h G H{F). Sur H{F), le module ôp est trivial et 5^ coïncide avec . 
D'autre part, on a une majoration 

\ie,p{h)e)\«E"{h) 

pour tout h G H {F). Enfin, l'intégrale 

/ E"{h)E'^°{h)dh 

JH{F) 

est convergente d'après 4.3(4). Cela prouve (2). 
Pour g G TnK, on a donc l'égalité 

(3) I{9pJ,g)= J2 E l^'m^'r' E ^LAe,f,9)- 
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6.3 Apparition des entrelacements tempérés 

On poursuit le calcul précédent. Fixons L G C{Mmin) et O G 112(1/)^. Pour c G M, 
introduisons le sous-groupe U{F)c de U{F), cf. 4.3. On a 

(1) il existe Cq G N tel que, pour tout c > Cq, tout g G M{F)K et tout h G H [F), on 
ait l'égalité 

/ fo{g~^hug)^{u) du = j foig~^hug)^{u) du. 

JU{F) Ju(F)c 

La preuve est similaire à celle du Icmme 3.5. Pour c > Cq notons U{F)c — U{F)cq 
le complémentaire de U{F)cq dans U{F)c. 11 existe cq tel que pour tout c > cq et tout 
u G U{F)c - U{F)co, l'intégrale 

/ ^{aua'~^)da 

JA{F)r\Kf 

soit nulle. Choisissons un tel cq, soit c > cq. Parce que A commute h M et k H Cl M, 
parce que Kf est distingué dans K et parce que fo est, comme /, biinvariante par Kf, 
on a l'égalité 

foig^^hug) = fo{,g~^ha~^uag) 
pour tous g G M{F)K, h G H{F), a G A{F) H Kf. Alors 

(2) / fo{g-'hug)C{u) du = {mes{A{F) n Kf))-' 

Ju{F),-U{F),g 

/ / fo{g~^ha~'uag)^{u) dadu. 

Cette expression est absolument convergente. On peut effectuer le changement de variable 
u I— > aua"' et l'expression ci-dessus devient 

{mes{A{F)nKf))-' fo{g~^hug) i{aua-')dadu. 

Ju{F)c-U{F)co JA{F)nK; 

L'intégrale intérieure est nulle donc aussi le membre de gauche de (2). Cela suffit à 
prouver (1). 

Comme en 1.6, on fixe r G C et un élément Q G V{L). Pour simplifier les notations, 
on pose 

tta = Ind^{Tx) 

pour tout A G iA*L p. On réalise toutes les représentations tta dans l'espace commun /Cq 

Fixons une base orthonormée du sous-espace (/Cq^)^^. Pour tout g G G{F), on a 
l'égalité 

fo{g) = : tAl^]-' J2 I ^(TA)(e,7r,(^-^)7rA(/)e) d\. 



Soient Cq vérifiant (1), c > Cq, g G M{F)K et e E Ep. D'après (1) et la définition 6.2(1), 
on a l'égahté 

/L,o(e, /, g) = [iAl ■■ iAl^V [ (e, Pih)e) 

JH(F)xU(F)r 
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^ / m{Tx){7rx{g)e,7rx{{hu) ^g)Trx{f)e)^{u) dXdudh. 
En changeant h et u en. leurs inverses, on obtient 



/L,o(e, /, g) = : tAl^]-' [ {p{h)e, e) 

Jh{F)xU{F)c 

/ m{Tx){7rx{g)e,7rx{hug)TTx{f)e)^{u)dXdudh. 
Remarquons que, pour g fixé, on a une majoration 



\{'Kx{g)e,T:x{hug)T:x{f)e)\ « =y{hu) 

pour tous A, /i, u. Grâce à 4.3(4), on en déduit que l'expression ci-dessus est absolument 
convergente. On peut donc permuter les intégrales : 

/L,o(e, /, g) = : îAIf]-' J2 [ ^(^^) 

{p{h)e, €)){Trx{g)e, nx{hug)Trxif )e)^{u)du dh dX. 

H{F)xU{F)c 

On reconnaît lïntcgralc intérieure : c'est C^^^^p^d^ ® Tix{,g)c^,^ ® T^\{g)T^\{f)e). D'après 
le lemmc 5.1, quitte à accroître cq (en fait, la preuve de (1) montre que ce n'est pas 
nécessaire), c'est aussi C.j^^^p[e ® TTx{g)e, e (8) TTx{g)TTx{f)€)- On obtient 



(3) hM^, /, g) = : ^AlF]-' Yl [ ^(^a) 
^7rA,p(e ® ^\{g)e, e (g) TTx{g)^\{f)e)dX 



pour tout g G M{F)K. 

On peut écrire L et r comme en 5.3. C'est-à-dire que 

L — GLki X ... X GLk^ X G 

et T — ixi® iXs®TT. Si m(7r, p) = 0, on a aussi Ct^^p — d'après la proposition 5.7 et 

L-n^^p = pour tout A d'après le lemme 5.3(11). Posons m{0,p) = m{f[.p). Alors 
(4) si m{0,p) = 0, lL,o{e,f,g) = pour tout g e M{F)K et tout e G Ep. 
Supposons désormais m (C, p) = 1. On fixe des familles (ej)j=i,...,n, {^j)j=i,...,n, {,^'j)j=i,...,n) 

{e-j)j=i,...,m {^j)j=i,...,n vérifiant le lemme 5.3(iii). Soit N > 1. Pour A G 'iA}^p, g G 

M{F)K et e G /Cq^, considérons la somme 

^A(e,5)= X] '^Tx,p(e®7rA(5)e,e®7rA(^)7rA(/)e). 



Supposons A en position générale. Alors tta est irréductible. Fixons un élément non nul 
Ix G HomH,^{'7^x, p)- Comme on l'a dit en 5.1, il existe un nombre complexe non nul cx 
tel que 

>C^A,p(e' ® e', e ® e) = cx{e\ lx{e)){lx{e'), e) 
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pour tous e, e' G Ep, e, e' G ^Q,r- La propriété (iii) du lemme 5.3 s'écrit 
(5) Y. c,^ÀWphiej))Ue',),ej)^l. 

j=l,...,n 

On a 

Xx{e,g)^cx ^ {e,lx{nx{g)nx{f)e)){lx{nx{g)e),e). 

L'élément l\{7ix{g)nx{f)e) est invariant par Xjv pour tout g G r^^K et tout e G ^Q,r- 
Supposons G r^K. Alors 

^A(7rA(^)7rA(/)e) = (e, /A(7rA(^)7rA(/)e))e, 



et 

^A(e,5') = CA(/A(7rA(5')e),/A(7rA(5')7rA(/)e)). 
On peut multiplier Xx{e,g) par le membre de gauche de (5) et on obtient 

(6) Xx(e,g)^ ^j(X)Xx,j(e, g), 

j=l,...,n 

011, pour tout g G M{F)K, on a posé 

^A,j(e, g) = c^(iA(7rA(^)e), ^A(7rA(^)7rA(/)e))(e^., ZA(ej))(/A(ej), e^). 

Fixons j. Le produit de l'un des facteurs cx et des deux premiers produits scalaires est 
égal à 

En choisissant un entier co assez grand, on peut ici remplacer C-^^^p par jCt^^,p,c pour tout 
c > Cq. Remarquons que Cq est indépendant de de A : cela résulte de la preuve du lemme 
3.5. Il est aussi indépendant de N qui n'intervient pas ici. On a donc 

Xx,j{e,g) = / {p{h)ej,lx{'^\{g)'r^\{f)e)){nx{g)e,nx{hu)ej)cx{lx{e'j),ej)C{u)dudh 
Jh{f)u{f)c 

pourvu que c > Cq. Dans l'intégrale, le produit de cx et des produits scalaires extrêmes 
est égal à CT^^^p{p{h)e'j ® e^, ®'Kx{g)T^\{f)^)- On peut encore remplacer Ct^^^p par C'-kx,p,c 
pourvu que c > cq. On obtient 

(7) ^A,i(e,É')=/ / {T^x{9)e,TTx{hu)ej){p{h'h)6'j,6j) 

Jh{f)u{f)c Jh{f)u{f)c 

{e'j, TTx{h'u'g)7ix{f)e)^{u')^{u)du'dh' du dh. 

On a 

(8) pour g fixé, cette expression est absolument convergente, uniformément en A. 
En effet, elle est majorée en valeur absolue par 

[ ! E^{hu)E"{h'h)E^{h'u')du'dh'dudh 

Jh{F)U{F)c Jh{F)U{F)c 
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qui est convergente d'après 4.3(5). 

On peut maintenant lever l'hypothèse que A est en position générale. Grâce à (8), la 
formule (7) définit une fonction C°° de A et l'égalité (6) se prolonge par continuité à tout 
A. Pour deux entiers c, c' G N, et pour g G M{F)K, posons 

Xxj,c,c'{e,g) = / {p{h)e'j,ej){T:x{h'u'g)e,TTx{hu)ei) 

Jh{f)u{f)c Jh{f)u{f)^, 

{e'j, TTxih'u g)7ix{f)e)^{u)du' dh' du dh. 

Comme (7), cette expression est absolument convergente. On a 

(9) il existe cq indépendant de A^" et A tel que, si c > cq et c' > cq, alors Xx,j{e, g) — 
Xx,j,cA(^,g) pour tout g G M{F)K. 

Pour a appartenant à un sous-groupe ouvert compact assez petit de A{F), le chan- 
gement de variables u i— aua~^, u' ^ au'a^^ dans la définition ci-dessus de Xx^i^cc'i^^ g) 
revient à y remplacer ^{u) par ^{aua~^). Comme dans la preuve de (1), on en déduit que, 
si co est assez grand, XAj,c,c'(e, g) ne dépend pas de c, pourvu que c > cq. Pour c, c' > cq, 
on a donc Xxj^c,c'{,&) 9) = Xx,j,c',c'- On peut remplacer c par c' dans la formule (7). Dans 
cette formule, effectuons le changement de variables h i-^ h'^^h, u i-^ h~^h'u'~^h'~^hu. 
Alors le membre de droite de (7) devient Xxj^c',c'- Cela prouve (9). 

En rassemblant l'égalité (2), la définition de Xx{e,g), l'égalité (6) et la propriété (9), 
on obtient le résultat suivant. Rappelons que l'on a supposé m(C, p) — 1. Il existe cq tel 
que, pour tout N, tout g G r^K, tous c, c' tels que c > Cq, c' > Cq, on a l'égalité 

(10) ^^^o{e, f, g) = : tAl^]-' Yl E 

/ m{Tx)(pj{X)Xx,j,c,c'{e, g) dX. 

On note lL,o,Nidp, f, g) le membre de droite de cette égalité, qui est défini pour tout 
g G M{F)K. ' 



6.4 Une première approximation 

D'après 6.2(3), 6.3(4) et 6.3(10), on a l'égalité 

pour tout g G Tj^K. Comme fonctions de g, les deux membres sont définis sur M(F)K 
et sont invariants à gauche par H{F). Ils sont donc égaux pour g G H{F)V . L'in- 
tersection de M{F)K avec le support de étant contenu dans cet ensemble, si l'on 
multiplie les deux membres de l'égalité par Kp^{g), l'égalité obtenue devient vraie pour 
tout g G M{F)K. Par définition, Ij^{9p, f) est l'intégrale de I{9p, f, g)K,N{g) sur g G 
H{F)U{F)\G{F) ou, ce qui revient au même, l'intégrale de I{Op, /, mk)KM{mk)5p{m)~^ 
sur m G H{F)\M{F) etke K. Donc 

(1) in{9pJ)= f [ Yl i^'m^'r' 
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lL^o,N{f ■,^k)KM{Tnk)ôp{m) ^dkdm. 

oen2(L)^,m(o,p)=i 

Soient L e C{Mmin) et O G Il2{L) ^ tel que m{0, p) — 1. On reprend les notations du 
paragraphe précédent. On fixe cq vérifiant 6.3(9) et c > cq. Pour tout entier C G N, 
posons 

Jh{f)u{f)c Jg{f) 

{e'j,Trx{9)TTx{f)e)KN{g)dgdudh dX. 

Lemme. (i) Cette expression est absolument convergente, 
(a) Il existe C tel que l'on ait la majoration 

\In{0pJ)- Y1 IW'^WWT' E h,o,N,c{^J)\ « 

LeC{Mmi„) OeU2{L)j:,m{0,p)=l 

pour tout entier N >2. 



Preuve. Soient L et O comme avant l'énoncé. Notons Il,o,n,oo{(^p, f) l'expression 
obtenue en supprimant la fonction '^(T<ciog{N) dans la définition de Il,o,n,c{(^p, f)- Pour 
m e M (F), keK,u,u' e U{F), h G H (F), X G iAl^p, posons 

$(m,A;,îi,ii',/i,A) = [U^ : U^^^]-^ J2 E ^('^A)¥'j(A)(p(/i)e;, e,)ëN 

{7rx{u'mk)e, 7rx{hu)ei){e'j, Tix{u'mk)Tix{f)&)i<'N{'nik)5p{m)~^ . 

L'expression Il,o,n,oo{&p, f) contient une intégrale sur G{F). On y décompose la variable 
g e G{F) en g — u'mk, avec u' G U{F), m G M (F), k e K. On obtient formellement 
l'égalité 

I L,o, N, oo{Q p, f) = i l l l / ^{m,k,u,u' ,h,X)du' dudhdkdm,dX. 

JiAl p Jm{f) Jk Jh{F)U{F)c Ju{f) 

Cette égalité est justifiée par 

(2) cette expression est absolument convergente. 

Les intégrales sur les ensembles compacts K et iA*j^^p sont insignifiantes. On a 
(3) |$(m, k, u, u', h,X)\« {h)'EP {u~^h~^u'm)'EP {u'm)tiN{m)5p{m)~^ . 

L'intégrale de cette fonction en m, m, m', h est convergente d'après 4.3(6). Cela démontre 
(2). 

En appliquant la même procédure, on obtient 

lL,O,N,c{0pJ)= j I I I I '^a<Clog{N){hu) 

JiAl p JM{F) J K JH{F)U{F)c JU{F) 
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$(m, k, u, u', h, \)du' du dh dk dm dX, 
/ / lL,o,N{f,'mk)KN{'mk)5p{m)~^dk dm — 

Jh{F)\M{F) Jk ' ' Ji^l,F Jm{f) Jk 



$(m, k, u', h, \)du' du dh dk dm dX, 

H{F)U{F), JU{F)^, 

pourvu que c' > Cq. Ces expressions sont absolument convergentes d'après ce que l'on 
vient de prouver. La convergence de la première est l'assertion (i) de l'énoncé. Pour 
prouver l'assertion (ii), il suffit d'après (1) de montrer que l'on peut choisir C tel que 
la différence entre les deux expressions ci-dessus soit essentiellement majorée par A'^"-'^. 
D'après (3), cette différence est essentiellement majorée par la somme de l'intégrale 

/ / / K<cioa{N){hu)Z''{h)'EF{u-^h-^u'm) 

JM[F) JH{F)U{F)c JU{F)-U{F)^, 

'E^{u'm)KM{m)ôp{m)'^du' du dh dm, 
011 U{F) — U{F)c' est le complémentaire de U{F)c' dans U{F), et de l'intégrale 

(1 - l„<ciog{N){hu))'E''{h)'EF{u-^h-\'m) 

M{F) JH{F)U{F)c JU{F)^, 

'E'-^(u'm)KN{m)5p{m)~^du' du dh dm. 

Dans la première, on peut oublier le terme la<ciog{N){hu). La relation 4.3(7) nous dit 
qu'il existe ci tel que, si l'on prend c' = cilog{N) + cq, l'intégrale est essentiellement 
bornée par N~^. L'entier c' étant ainsi choisi, la relation 4.3(8) nous dit qu'il existe C2 
tel que la seconde intégrale soit essentiellement majorée par pourvu que Clog{N) > 
C2{log{N) + c'). On peut choisir C tel qu'il en soit ainsi pour tout N >2. Cela achève la 
preuve. □ 

On fixe désormais C vérifiant l'assertion (ii) du lemme précédent. Dans les para- 
graphes suivants et jusqu'en 6.9, on fixe L G C{Mmin) et O G 112 (L)^ tel que m(0, p) — 1. 



6.5 Rappels sur les termes constants faibles des coefficients des 
représentations tempérés 

Fixons un élément Pmin — ^minUmin £ 'Pi^min)- note A l'ensemble de ra- 
cines simples associé. On note Af„„„(F)"'" le sous-ensemble des m G Mmin{F) tels que 
HMrnrÀ'^) e ^J^^^.Soit Qi = LiUi e J^iMmin) tel que Pmin c Qi. On note A^i le 
sous-ensemble de A associé au sous-groupe parabolique minimal Pmin^Li de Li. Posons 

W{Li\G\L) = {s G W^] sLs-^ C Li, P^i„ n Li C sQs-^}. 

C'est un ensemble de représentants du quotient 

W^^\{s G W°]sLs-^ C Li}. 

On identifie cet ensemble à un ensemble de représentants dans K. Pour s G W{Li\G\L), 
notons 7(s) : /Cq ,^ — > /C^^_i ^ l'opérateur défini par {'^{s)e){k) — e{s~^k). Posons Qi.s = 
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(Li n sQs ^)Ui, = {Li n sQs ^)Ui, où Ui est le radical unipotent de Qi. Pour 
A e iA*Lp, on définit les opérateurs : 



et 

Posons = X n Li{F). La restriction de X à définit des homomorphismes 



r<3 



<9l,s,ST 



\ 



LiHsQs ^,ST 



Pour e' e /CS, „^ et e e )C% , on pose 

(e',e)^^= / (e'(A;i),e(A;i))(iÂ;i, 
la mesure étant de masse totale 1. Pour e, e' G ^Q,r' posons 

s6W^(Li|G|L) 



Lemme. Soient e, e' G ^Q,r- existe c>0, R>Oet€>0 tels que 

^Qi{'my^'^\{e',7rx{m)e) - {e' ,7rx{m)e)Q^^x\ « 

E^^(m)a(m)^sup{exp(-ea{HMi(m)));a G A - A^^} 

pour tout A e iA*Lp et tout m G Mj^miF)'^ vérifiant les conditions a{HM^i„{m)) > c 
pour tout a e A- A^K 



Preuve. D'après un résultat de Casselman, on peut trouver c tel que, pour A et m 
comme dans l'énoncé, 5Qj(m)^/^(e', 7rA(m)e) soit égal au "terme constant" de (e', 7rA(m)e) 
au sens d'Harisli-Cliandra (cf. [W2] corollaire 1.4.4 ; l'uniformité en A est expliquée 
en [W2] 1.5). L'expression (m)^/^(e', 7rA(m)e)Q^_A est le "terme constant faible" de 
{e' ,n\{m)e), cf. [W2] proposition V.1.1). On doit donc prouver que la différence entre le 
terme constant et le terme constant faible vérifie la majoration indiquée. Cette différence 
est exactement une fonction notée m i-^ (iï^Q^^)^^(m) dans le Icmmc VI. 2. 3 de [W2]. Ce 
lemme donne une majoration de cette fonction qui n'est pas tout-à-fait celle dont nous 
avons besoin. Il suffit de modifier sa démonstration. Notons simplement m h- >■ E\{m) 
notre fonction. D'après [W2] VI. 2(2), on peut trouver des réels c > et i? > et un 
élément a G Al^{F) n M^j„(F)+ de sorte que l'on ait la majoration 

\Ex{o^m)\ « 2-'^S^i(m)(T(m)^ 
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pour A et m comme dans l'énoncé et n G N. Cela étant, pour m comme dans l'énoncé, 
prenons pour n la partie entière du plus petit des nombres 

"(^M_„(a)) + 1 

pour q; G A — A^i. Posons m' = a^^^m. Cet élément vérifie encore les conditions de 
l'énoncé. En appliquant la majoration ci-dessus à n et m', on obtient 

(1) \Ex{m)\ « 2-"S^^(m')cT(m')^. 

Parce que a G ^Li(F), 5^i(m') ^ S^i(m). On a 

(T{m') « a{m) + 17(0"'^) << a{m) + na{a), 

d'où 

2-"/V(m')'^ « (T{mf. 
D'autre part il existe e > tel que 

2-"/2 sup{exp{-ea{HM^{m)));a G A - A^^}. 

Alors (1) entraîne la majoration cherchée. □ 

6.6 Changement de fonction de troncature 

Soit Y G -^.p^^^. Comme en [A3] paragraphe 3, on en déduit une famille y = 
{Yp')p'(z'pi^M,r.in) de points de v4.m™„, qui est (G, M™„)-orthogonale et positive. On note 
C ^ (C) y) fonction caractéristique de son enveloppe convexe. On note g 1— > 

u{g, Y) la fonction caractéristique de l'ensemble des g G G{F) qui s'écrivent g = kmk', 
où k,k' G K, m G M,rdn{F), avec <yM^^^{HM^,„,y) = 1- Fixons e', e" G ICq .^ et une 
fonction (p sur iA^p, que l'on suppose C°°. Pour e G /Cq,,-, g, g' G et A G iA^^p, 

posons 

^(e, A) = (7rA(^)e,7rA(i/0e')(e",7rA(^)7rA(/)e). 

Posons 

^N{g') ^ [iA^o ■ ^-^^f]'^ y] / rn{TxMX) <^{e,g,g',X)KN{g)dgdX, 

Kf JiA%F Jg{f) 

= Mo : ^^If]"' E / rnirxWW [ ^e, g, g' , X)uig,Y)dg dX. 

Ces expressions sont absolument convergentes. Pour la seconde, c'est évident : les intégrales 
sont à support compact. Pour la première, pour e et g' fixés, on a une majoration 

|$(e,^,^',A)|«S«(# 

pour tous A, g. Or l'intégrale 

(1) / ^^ig)E%rdg 
Jg{f) 
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est convergente d'après 4.3(2). 

Proposition. Soit R un réel. Il existe des réels Ci, C2 > tels que l'on ait la majoration 

\^Nig')-Mg')\ «iV-^ 

pour tout N >2, tout g' G G{F) tel que a{g') < Clog{N) et tout Y e A^^.^ vériûant 
les inégalités Cilog{N) < a{Y) < C2N pour tout a G A^m- 



Preuve. Commençons par préciser le calcul de convergence que l'on a fait avant 
l'énoncé. On a 

(2) il existe -Ri > tel que 

\^n{9')\ « AT^^ 

pour tout iV > 2 et tout g' G G{F) tel que a{g') < Clog{N). 
En effet, pour e G K.Q .J. on a plus précisément la majoration 

me,g,g',X)\«E''ig'-'g)E^{g) 
pour tous A, g, g'. Grâce à 3.3(5), il existe R2 > tel que 

E'^ig'-^g) « exp{R2<j{g'))'EP{g). 

Pour g' tel que (T{g') < Clog{N), on obtient 

me,g,g',X)\«N^^^E^(g)'. 

D'après 4.3(2), il existe iÎ3 > tel que l'intégrale (1) soit essentiellement majorée par 
N^K On en déduit (2) avec Ri = CR2 + R^. 
Définissons une fonction D sur Mmin{F)^ par 

D{m) = mes{KmK)mes{K n M„j„(F))"\ 

D'après [W2], on a une majoration D{m) « Sp^^^{m). Pour toute fonction /' G 
C^{G{F)), on a l'égalité 

/ f'{g)dg— / / / D{m)f'{kimk2)dmdkidk2, 

Jg{f) J K J K J M„,„{F)+ 

cf. [A3] (1.3). Pour tout Qi = LiUi G J-'{M„iin), la famille 3^ permet de définir des 
fonctions C ^ ^mL™(C'3^) et C ^ t"Qi(C - ^Qi) sur Am^^^ (cf. [A3]; on a repris les 
définitions en [Wl] 10.3). On vérifie que l'égalité 

entraine 

(3) /?(C) > inf{a{Y); o; G A} > pour toute racine P de Am^^^ dans Ui. 
On a l'égalité 

E ^âLJC,:^^)rQ,(c-%) = i 
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pour tout Ç. L'inégalité précédente entraîne que, pour ( G Ap^.^, seuls interviennent de 
façon non nulle les Qi contenant Pmin- C'est-à-dire que, pour ( e ^p^in' ^ l'égalité 

in ')iPmin 

Pour toute fonction /' G C^{G{F)), on a donc l'égalité 

(4) / f{9)dg= E / / / 

f\kimk2)D{m)a'^'^.^{HM^i„{m),y)TQ,{HM^i„{m) - YQ^)dmdki dk2. 
Pour Qi G T{M^in) tel que P^in C Qi, posons 

^™(5') = M^:^^Ip]-' E / ^^(^aM^) / / / 

$(e, kim.k2, g', X)KN{kimk2) 
D{rn)ai'^.jHM^i^{rn),y)TQ,{HM^i„{rn) - YQ^)dmdkidk2dX. 
En l'appliquant (4), on a l'égalité 

^N{g') = E ^N,Y,Q,{g'). 

CQi 

Considérons d'abord le sous-groupe parabolique Qi = G. Dans ce cas, pour g = 
kimk2, avec ki,k2 E K et m e M„,i„{F)+, on a cr^^.^{HM^i„{m),y)TG{HM^i„im) - 
Ig) = 1 si et seulement si u{g,Y) = 1. On a donc 

^n,y,g{9') = Mo : iAl^r' Yl [ ^(^a)¥'(A) 
^(e, g, g': X)K,N{g)u{g, Y)dg dX. 

IG{F) 

Montrons que 

(5) il existe C2 > tel que, si «(F) < C2N pour tout a G A^m, on a l'égalité 
u{g,Y)nN{g) = 1^(5', 1^) pour tout g' G G(-F). 

Ecrivons g — muk, avec m G M{F), u G f/(-F) et A; G On a K.N{g) = i^N{fn) 
et une majoration a{m) « cr[g). Par définition de la fonction K^r, il existe C3 tel que 
la majoration cr[m) < CsA^ entraîne K]^{m) = 1. On a d'autre part une majoration 
a{g) « sup{a{Y); a G A} pour tout g G G{F) tel que u{g, Y) — 1. La combinaison de 
ces propriétés entraîne (5). 

On déduit de (5) que. si Y vérifie les conditions de cette assertion, on a l'égalité 
^N.Y^iig') — ^vig') pour tout g'. Pour démontrer la proposition, il suffit donc de trouver 
Cl tel que, si Y vérifie les minorations de l'énoncé, on a la majoration 

(6) \^^,y,Q,{g')\ « N-"" 

pour g' comme dans l'énoncé et tout Qi 7^ G. 
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On fixe désormais Qi — LiUi G T{Mmin) tel que Pmin C Q\ et Qi ^ G. Pour 
simplifier la rédaction, on va considérer un réel c\ et supposer a{Y) > cilog{N) pour tout 
o; e A. On montrera que toutes les propriétés dont on a besoin sont vérifiées si Ci est assez 
grand. Soient g' G G{F) tel que (T{g') < Clog{N), ki, k2 E K et m E M„iin{F)^. On pose 
C = HM^^^rn) et on suppose (T^^^^{C,y)rQ^{C - ^Qi) = 1- Ecrivons g'-^ki = k'-H'u', 
avec u' G Ui{F), l' G Li(F), k' G X. On a 

(7) si Cl est assez grand, k2^m~^u'mk2 appartient à Kf. 

Posons u' = exp{X'), avec X' G Ui(F) et fixons une norme |.| sur q{F). On a 
log{\X'\) « a{u') « a{g') < Clog{N). Il existe donc 04,05 > tels que 

log{\m~^X'm\) < cJogiN) - C5m/{/3(C); /3 racine de ^m^^^ dans Ui}. 

Grâce à (3), m'^X'm est aussi petit que l'on veut pourvu que ci soit assez grand. On 
peut en particulier imposer que m~^u'm — exp{m~^X'm) appartienne à Kf. Puisque Kf 
est distingué dans K, (7) en résulte. 

Notons Mmin{F)^'^'~^ l'ensemble des m' G M^iniF) tels que a^HM^i^im')) > pour 
tout a G A^'^. Posons Ki = K H Li{F). L'élément l'm de Li{F) s'écrit l'm — k^m'k^, 
avec ks, k^ G Ki et m' G M^in{F)^^^+ . Posons C = HM^^iS^')- On a 

(8) pour tout c > 0, m' appartient à Mmin{F)'^ et vérifie a{C) > clog{N) pour tout 
q; G A — A^i , pourvu que Ci soit assez grand. 

Soit a. Notons Uq, le sous-espace radiciel de ximin associé à a. Il existe Ce, C7 > tels 
que, pour tout élément non nul X G Ua(F) et tout x G Mmin{,F)-i on ait les inégalités 

\xXx~^ 

(9) o;(i/M^,„(a;)) - Ce < %( ) < o;(i/M^,„(a;)) + C7. 

Supposons ce G A — A-^^, soit X un élément non nul de Ua{F). On a m'Xm'~^ — 
k^^l'mk'^^Xk4rn'H'~^k^. Puisque k^ appartient à Li{F), k^^Xk^ appartient à Ui(F). 
En utilisant (9) pour m, on voit qu'il existe des constantes cg, cg, cio > telles que l'on 
ait l'inégalité 

log{\m'Xm'~'^\) > log{\X\) - Cscr{l') + Cginf{P{C);P racine de ^M^i„ dans Ui} - Ciq. 

On a << (j{g') < Clog{N). Grâce à (3), on a donc 

log{\m'Xm'-^\) > log{\X\) + clog{N) + C7 

pourvu que Ci soit assez grand. Alors (9) entraîne la minoration cherchée de a.{Ç,'). En 
particulier «(C') > 0. Puisque l'on a aussi «(C') > pour a G par définition de m', 
on a bien m' G Mmin{.F)^ . Cela prouve (8). 
Pour tout A et tout e G Bq , on a l'égalité 

$(e, A;imA;2, g''. A) = {'Kx{l'u'mk2)e, nx{k')e'){'Kx{k^^)e" , 'Kx{mk2)nx{f)e). 

Grâce à (7), on peut supprimer u' de cette expression pourvu que Ci soit assez grand. 
On obtient 

$(e, kimk2, g', A) = {'Kx{m'kik2)e, 'Kx{k^^k')é){'Kx{kï^)é\ nx{mk2)TTx{f)e). 

Posons 

$^(e, kimk2, g', A) = {7ix{m'kik2)e, 'Kx{k^^k')é)Q^^x{T^x{kî^)e" -, T^\{mk2)nxif )e)Q^^x- 
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Le lemme 6.5 affirme l'existence de réels iï!4 > et e > tels que la valeur absolue de la 
différence 

$(e, kimk2, g', A) - ^w{e, kimk2, g', A) 
soit bornée par la somme de 

ÔQ,{mr'/'E'^^{m')a{mY'sup{exp{-ea{Cy,a e A- A'^^jliTT.i^^^^ 
et de 

<^Qi(^')"'/'l(7rA(m'^4^2)e,7r,(A;3-^A;')eOQ„A|<5Q,(m)-^/2S^i(m) 

a(m)^*sup{exp(-ea{C); a G A - A^^}. 

On sait qu'il existe -R5 > tel que Ôq^{x)~^/^E^^{x) « E'^{x)a{x)^^ pour tout x G 
MminiF)'^. D'autre part, E^{m') = E'^{l'm). En utilisant (8), on voit qu'il existe -Re > 
tel que, pour tout c > 0, les expressions ci-dessus soient essentiellement majorées par 

Ar-^S«(/'m)S^(m)(7(/')'^V(m)^ 

pourvu que Ci soit assez grand. Définissons des termes $jv^y^Qj^^(e, 5»', A) et ^N,Y,Qi,wi9') 
en remplaçant $(e, kimk2, g', A) par $^(e, ki'mk2, g', A) dans les définitions de $7v,y,(3i(e, g', A) 
et ^N,Y,Qi id') ■ oublie le facteur N~'^ de la majoration ci-dessus, le même calcul qu'en 
(1) montre l'existence de i?7 > tel que 

\^n,y,qA9')-^n,y,Q^A9')\«N'''- 

En réintroduisant le facteur iV"*^, on voit que, pour tout c > 0, la différence ci-dessus 
est essentiellement majorée par A^~'^ pourvu que Ci soit assez grand. Pour prouver (6), il 
suffit donc de prouver la majoration 

\^N,Y,Quw{9')\ «N-"". 

On poursuit le calcul précédent, avec les mêmes notations. D'après la définition de 
6.5, on peut décomposer $^(e, /cim/c2, 5»', A) en 

^ ^Si,s2{e,kimk2,g\\) 

SY,S2ëW{Li\G\L) 

011 

^si,s2{e,kimk2,g', A) = 
iJQr,s,\srQs^'ii^i^)six)°^{si)oTrx{m'k4k2)e, Jq, ^j.^q,-! ((sit),ia) o 7(si) o 7rA(A:3"^A:')e')^' 

iJQ^,s,\s2Qs^'ii^2r)s2x)°l{s2)onx{k^^)e'',jQ_^^^^^^^^^^^^ 

Cette définition n'a bien sûr de sens que "presque partout" en A, les operateurs d'entre- 
lacement pouvant avoir des pôles. Au moins formellement, on peut décomposer de même 
^N,Y,Qi,wi9') 6^ somme de termes ^n,y,Qi,si,s2{9')- H y a un problème de convergence 
à cause des pôles des opérateurs d'entrelacement. L'assertion suivante va résoudre ce 
problème. Soient Si,S2 G W{Li\G\L). Montrons que 

(10) pour e fixe, la fonction 'm{Tx)^si,s2i^7 kimk2, g' , X) est une combinaison linéaire 
de fonctions qui sont elles-mêmes des produits fi{m', X)f 2(171, A)/3(/ci, /c2, k^, k^, k')fi{\), 
où : 
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pour des éléments ei et e'i de /C^ ^ _i , 



/2(m,A) = 5Qi(m) ^^'^ie2,Ind^] Ms2T),^x,m)e2) 



pour des cléments eo et de /Cf'^ ^ ; 

/a est une fonction localement constante des variables ^1,^2,^3, ^4 et A;' ; 
/4 est une fonction C°° de A. 

Fixons un sous-groupe ouvert compact Kq de distingué dans inclus dans Kf 
et tel que e, e' et e" soient invariants par Kq. Fixons des bases i3, rcsp. Bi^ Bi, B2, B2, 
des sous-espaces des éléments invariants par Kq dans /Cq,., resp. f^g^^^^sir^ sit^ 
^n, • Considérons par exemple le terme 

'^Qi..2k2Qs2-^((52T)s2A) o 7(^2) o nx{mk2)nx{f)e 

qui intervient dans la définition de 52(6; ^i^^2, S*', A). D'après les propriétés d'entre- 
lacement de nos opérateurs, il est égal à 

Ind^,^^^{{s2T)s2X,m) o Jq, ^^|,2Q.-'((*2t),2a) o 7(52) o nx{k2)nx{f)e. 

On peut remplacer TTx{k2)7Tx{f)e par son expression dans la base B. Les coefficients sont 
combinaisons linéaires de produits d'une fonction localement constante en k2 et d'une 
fonction C°° en A. Pour tout 6 G B, on peut ensuite remplacer Jq-^ ^^is^Qs:^^i{s2T)s2x) ° 

l{s2)h par son expression dans la base B2. Les coefficients sont des fonctions de A de la 
forme 

OÙ b & B, 1)2 & B2- Notons Jq^ (A) une telle fonction. En appliquant le même calcul aux 
autres termes, l'expression 'm{Tx)^si,s2i^T kimk2, g' , X) apparaît comme une combinaison 
linéaire de fonctions qui sont produits de fonctions des deux derniers types de l'assertion 

et de fonctions des types 

- une fonction (Jnrf? ((sir)^-^^, "n^O^i) ^1)^^ '^^ ^1 ^ -^i) h ^ ^i] 

VI, S]^ 

- une fonction (62, {Ind% {{s2r)s2X,'m)b2)^^ où 62 G ^2, 62 G i32 ; 

- une fonction m(TA)jQ^_^^ (A)jq,_^^ (A)jq^ (A)iQ, (A) ; 

Considérons le premier type ci-dessus. Notons e[, resp. Ci, la restriction de bi, resp. 
61, k Kl. Ce sont des éléments de /Cf^ ^ _i . En explicitant les définitions, on voit 

que, pour tout x G Li(F), a fortiori pour x G M^n^niF), on a l'égalité 

(/nd? ((sit),,a, 61)^^ = Sq, {x)-'^\lnd''^l^^^^^_,{{siT)s,x, x)e[, ei). 

La fonction du premier type ci-dessus est donc aussi du premier type de l'assertion (10). 
De même pour les fonctions du deuxième type. Reste celles du troisième type ci-dessus. Or 
la démonstration du corollaire V.2.3 de [W2] s'applique à ces fonctions et montre qu'elles 
sont des restrictions à iA*L^p de fonctions rationnelles sur {A*l<SirC) /iA'l^p, holomorphes 
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au voisinage de iA*^ p. Ces fonctions sont donc du quatrième type de l'assertion (10). 
Cela démontre cette assertion. 

A l'aide de (10), on voit que l'expression qui définit ^N,Y,Qi,si,s2{.g') est absolument 
convergente : puisqu'il n'y a pas de singularité en A, il suffit de reprendre la preuve déjà 
faite pour $7v(5'')- ^ alors 

^N,Y,Qi,w{g') = ^ ^N,Y,Qi,si,S2{g')- 

si,S2ëW{Lx\G\L) 

Il suffit de prouver que, pour tous Si, «2, on a une majoration 

\^N,Y,Q,,s,A9')\ «iV-«. 

Fixons si,S2- Posons s — siS2^. Supposons d'abord vérifiée l'hypothèse 
(Hyp) il n'existe pas de sous-groupe parabolique Q2 — L2U2 G ^Mmin Qi 
Q2 G et que s fixe tout point de Al2- 
Dans ce cas, introduisons une fonction 

{9')= /4(A) / / / /i(m',A)/2(m,A)/3(fci,fc2,fc3,fc4,fc') 

JiAl p JK Jk JMmiu{F)+ 

D{m)KN{kimk2)a2}^^^{C,y)TQ^{C - YQ^)dmdki dk2 d\ 

où /i, /2, /s et j\ vérifient les conditions de l'assertion (10). Cette assertion nous dit 
que ^N,Y,Qi,si,s2{9') ^st combinaison linéaire de fonctions de ce type. On va majorer 
\'^N,Y,Qi,si,s2{9')\- Pour tout X e Li{F), on choisit des éléments Zsi(x) G siL(F)s]"^, 
Us-^{x) e Li{F) n siUq{F)sï^ et ksi{x) G Ki de sorte que x — lsi{x)usi{x)ksi{x) . On a 
l'égalité 

/i(m',A)= / f[{m',x)exp{-{siX){H^^^^^Q-i{xm')))dx, 

JKi 

où 

f[{rn',x)^5QAmr'/'{{s,T){Uxm')){e[{^^^^^ 

Le produit scalaire figurant dans cette expression est celui de deux éléments de Eg-^^T- = Et-. 
On écrit /2(m, A) de la même façon et on obtient 

*JV,y,Qi,si,s2(5'') = / / / / / f3{ki,k2,k3,k4,k')D{m)KN{kimk2) 

Jk Jk J Mmin{.F)+ Jki Jki 

(^M'AC,y)^QiiC - yQi)f'i{rn',x)f2{m,y)f5{xm',ym)dydxdmdki dk2 



ou 



h{xm',ym) = / fi{X)exp{-{siX){H^^^^^Q^-i{xm')) + {s2X){H^^^^^Q^-i{ym)))dX. 
Par le changement de variable A 1— > s^^A, on a 

JiA* r p 
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où 

C{xm',ym) = H^^^^^Q^-i{xm')) - s{Hj^^^^^Q^-i{ym)). 

On suppose toujours, comme il est loisible, que m vérifie la relation cr^^,^(C,3^)rQj(C — 
YqJ = 1. Munissons Aumin d'une norme euclidienne |.| invariante par l'action de W*^. 
Montrons que 

(11) on a la minoration 

|C(xm',ym)| >> log{N) 

pour tous x,y E Kl pourvu que Ci soit assez grand. 

Posons ({xm') = Hp^.^{xm'), Ciu^) = ^Pminiy^)- R-appelons que, par définition de 
W{Li\G\L), on a Li n P^m C Li fl SiQs^^, Li fl P^m C Li n ^. On en déduit que 

C{xm',ym) = {({xm') - «((î/m))^^^,-!, 

oià, comme toujours, Ç" ^ (" _i désigne la projection orthogonale de AMmin ^siLs~^- 
Il suffit de minorer \{Ç{xm') — sÇ{ym.))Li\- Parce que x,y & Ki et k^m'ki — l'm, avec 
ks, ki E Kl, on a, les égalités 

C{xm')r., = Cl, = Cl, + Hr.,(l') = C W^, + Hr.,{l'). 

Puisque a{l') << (j{g') < Clog{N), on a la majoration \Hl-^{1')\ « log{N). Il nous 
suffit de montrer que, pour tout c > 0, on a la minoration 

l(C(y"^) - s({ym))L,\ > dog{N) 

pourvu que ci soit assez grand. Soit c > 0. Le même calcul qu'en (8) montre que l'on a 
une majoration 

mym)) > clog{N) 

pour toute racine j3 de Am^^^ dans Ui, pourvu que Ci soit assez grand. A fortiori 
P{({ym)) > 0. Introduisons un élément P^j„ G V{Mmin) tel que ({ym) G At,, . La 
relation précédente entraîne que P^j„ C Qi. Notons A' la base de racines simples as- 
sociée à P4in> (A')^^ le sous-ensemble associé à Li fl P^j^, {à; a G A'} l'ensemble de 
coracines associé à A', et {ro^; a G A'} la base de AM^in duale de A'. Ecrivons 

C{ym) = a{C{ym))zUa. 

aSA' 

Tous les coefficients sont positifs ou nuls. On a 

a€A' 

On sait que, pour tout a G A', zUa — sWa est combinaison linéaire à coefficients positifs ou 
nuls de coracines $ pour f3 G A'. Donc — svUo^Li appartient au cône fermé engendré 
par les pour /5 G A' - (A')-^i. Si a G A' - {A')^\ l'élément {zua - szUa)Li n'est pas 
nul. En effet, s'il l'était, on aurait 

Puisque sw^ est de même norme que zUa, cela entraînerait 

SZUa = (sî^a)Li = ^a- 
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Mais cette égalité est interdite par l'hypothèse (Hyp), d'oii la conclusion. Des propriétés 
ci-dessus résulte une minoration 

\{C{ym) - sC{ym))Li\» a{C{ym)). 

aGA'-(A')^i 

Mais on a dit ci-dessus que a{({ym)) > dog{N) pour tous les a qui interviennent ici. 
La minoration cherchée en résulte, d'où (11). 

La fonction /s est la transformée de Fourier d'une fonction C°° évaluée en ({^^'^ ym). 
Elle est donc à décroissance rapide en cette variable. Grâce à (11), pour tout entier -D > 0, 
on a une majoration 

\f^{xm\ym)\ « N''^ 
pourvu que Ci soit assez grand. On a aussi 

\'^N,Y,Q,,si,s,{9')\«N-'' [ [ [ [ [ D{m)KN{hmk2) 

JK Jk JMmi„{F)+ JKi JKi 

^^imin (C' y)^Q^ (C - ^Qi) l/i("^'> x)f2{m, y)\dy dx dm dki dk2. 

\f2{^,y)\ « 5Q.(^)-^/'5^;n.,Q.-i(^^. W)'/'S-^^^-^(/,,(ym)). 
D'après [W2] lemmes II. 1.6 et II.l.l, on en déduit l'existence d'un réel Rg >0 tel que 

/ \Mm,y)\ « ÔQ.imy'/^E'^'im) « S^(m)a(m)^«. 

JKi 

On a une majoration analogue pour la fonction f[{m',x) et on obtient une majoration 

\'^N,Y,Qusus2{9')\ « / / / D{m)KN{kimk2) 

Jk Jk J Mmin{F)+ 

EP{l'm)'EP{m)a{l'm)^^a{m)^^ dmdki dk2. 

On a déjà majoré une intégrale de ce type : il existe i?9 > tel qu'elle soit essentiellement 
majorée par N^^. En tenant compte du facteur et en se rappelant que D est 

quelconque, on obtient 

\'^N,Y,Qi,sr,sÀ9')\ «iV-« 

pourvu que Ci soit assez grand. C'est ce que l'on voulait démontrer. 

Supposons maintenant que l'hypothèse (Hyp) n'est pas vérifiée. Dans ce cas, on va 
montrer que ^n,y,Qi,si,s2{9') = pourvu que Ci soit assez grand. En se rappelant la 
définition de ce terme, on voit qu'il suffit de prouver que, si Ci est assez grand, l'assertion 
suivante est vcrificc : 

(12) soient A G iA^^p, m G M^i„(F)+ et ki, k2 & K ; alors 

XI ^si,s2{e,kimk2,g\X) = 0. 

Kf 

Notons X{\) la somme ci-dessus. C'est une fonction méromorphe en A (plus exac- 
tement, c'est la restriction à iA*j^ p d'une fonction méromorphe sur (^2 ^m. C)/'^>^l,f)- 
Il suffit de montrer qu'elle est nulle pour presque tout A. On peut donc supposer que 



104 



tous les opérateurs d'entrelacement qui vont intervenir n'ont pas de pôles en A et sont 
inversibles. Revenons à la définition de ^si,s2{^7 ki'mk2, g', A). On a une égalité 

^si,s2{e,hmk2,g', A) = 

où ei G /Cg^^^,,^, et 62 G /C§,,,^,,,.. On 7r,(/c2)7r,(/)e = 7r,(/')7r,(/c2)e, où /' = '^V. 
Posons B^^ = {'Kx{k2)e; e G Bq'}. C'est encore une base orthonormée de {Eq .^)^^ et on 



a 



Kf 



Il existe une fonction ji{X) qui est méromorphe, au même sens que ci-dessus, telle que 
L'ensemble 

est une base de (/C^^ ^)^^- Les propriétés d'adjonction et de composition des opérateurs 
d'entrelacement entraîne qu'elle est orthogonale et qiie toTis ses cléments ont la même 
norme. Notons j2{X) cette norme et divisons tout élément de cette base par \/j2(A). On 
obtient une base orthonormée de (^^^ ^)^^ que l'on note B^-'^ . On a l'égalité 

A ce point, le sous-groupe parabolique Q = LUq n'intervient plus (sauf via les fonctions 
ji et J2) ■ Pour simplifier les notations, on peut supposer S2 = 1 et Q = Qi,s2 ■ Auquel cas 
Si = s et l'expression précédente se simplifie en 



^(A) = ii(A)j2(A) (>^Qi,,|.q.-i((s7-).a) o 7(s) o 7rx{m'k^)e, 

K . 

eeB, 



ie2,nx{m)nx{nef'. 

Puisque l'hypothèse (Hyp) n'est pas vérifiée, on peut fixer un sous-groupe parabolique 
Q' — VU' G T{Mjnin) tel que Qi <Z Q' ^ G et s fixe tout élément de Av- Cela entraîne 
s G W^' . On a Q C Oi C Q', donc aussi (5i,s C Q'. Introduisons les espaces /Cf/^Q et 
^L'nQi t' dispose de l'opérateur 
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Posons tt' = Indyç^Q{Tx) et réalisons cette représentation dans /Cl^/pg^. Pour e G /C^, 
posons 

6i(e) = 5Q,(m'^4)-^/' / ((J^;Q^^^|^,^,Q,_,((.r),,) o7(.) o7r'(m'A;4)(e(l)))(a;),ei(a;))da;, 

fe2(e) = 8Q,{m)-^'^ I (e2(x), (7r'(m)(e(l)))(x))dx. 

Expliquons par exemple la signification de 

iJunQ,,AL'^sQs-^^Ms>) o lis) o n\m'h){e{imx). 

On évalue e au point 1. On obtient un élément e(l) de A^f/pQ,-- On applique successi- 
vement à cet élément les opérateurs T:'{m'ki) (notons que m'ki G Li{F) C L'{F)) puis 
■^L''nèi,|L'nsQ3-i((*'^)^^) ° ^(*)- obtient un élément de }<^L'nQi ,,st' évalue au 

point X E Kl C K f] L'{F). Définissons une forme sesquilinéaire B sur }Cq, ^, par 

B{e',e) = h{e')b2{e). 
Identifions /Cq ,^ à }Cq, Modulo cette identification, on a les égalités 

(e2,7rA(m)e)^i = &2(e), 

iJQi,s\sQs-^iMsx) ° 7(s) ° TTx{m'h)e, ei)^' = 6i(e), 
pour tout e G /CS, ,. Alors 

^(A) = ji{X)j2{X)traœB{Ind^,{7:', /')). 

Comme /, la fonction /' est très cuspidale. Puisque &i(e) et &2(e) ne dépendent que de 
e(l), la forme B vérifie la condition (3) de 2.1. Le lemme de ce paragraphe entraîne 
X{X) — 0. Cela prouve (12) et achève la preuve de la proposition. □ 



6.7 Utilisation des calculs spectraux d'Arthur 

Les données sont les mêmes que dans le paragraphe précédent. Pour tout e > 0, on 
note V(e) l'ensemble des éléments Y G At tels que 

inf{o;(F);a; G A} > esup{a{Y);a G A}. 

Pour L' G C{L) et t G W^'{L)reg, notons Ao{t) l'ensemble des A G iA*L tels que t{rx) ~ 
T\. Cet ensemble est stable par translation par iJ^i p + iA}^,. L'ensemble des orbites est 
fini. Soit A un élément de cet ensemble. Arthur définit en [A3] p. 87 un signe, qu'il note 
e^it) et que nous notons eT^if). Sa définition ne nous importe pas. Il ne dépend que 
de l'orbite de A. On dispose de l'opérateur RQ{t,rx) de /Cg_^. Soit Q' = L'U' G V{L'). 
Posons Q{Q') — {L'r\Q)U'. C'est un élément de V{L). Définissons sur iA^, une fonction 
u I— > jQ'{t, A, ly) et, pour g' G G{F), une fonction i/ i— > dQ'{t, A, g', u) par 

jQ,{t,X,u)= {e,jQ(^Q,)\Q{Txy^JQi^Q>)\Q{Tx+u)RQ{t,Tx)'Kx{f)e), 

Kf 
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dQ'{t,X,g',u) = {Jq{q')\q{tx) ^JQ(Q')\Q{Tx+u)RQ{t,Tx)e",7rx{g')e'). 

Les opérateurs d'entrelacement peuvent avoir des pôles, mais, au moins pour A dans un 
ouvert dense de A.Q{t), les fonctions ci-dessus sont bien définies pour u proche de 0. 
Nous utiliserons une troisième fonction 1/ 1— > cq/(i/) : c'est celle qui est notée Cq,{i') en 
[A3] (12.12). Il nous est inutile de rappeler sa définition. Les trois familles de fonctions 
{jQ'it,X))Q>eviL'), (rfQ/(t, A,5('))Q'e-p(L') et (cq/)q/6P(l/) sont des (G, L')-familles. De plus 
cq'(O) — 1 pour tout Q'. Posons {jdc)Q'(t, X, g') = jQ'{t, X)dQ'{t, X, g')cQ'. La famille 
{{jdc)Qi{t, X, g'))Q'ç-p(^L') est encore une (G, L')-famille, à laquelle on associe un nombre 
{jdc)L/{t, X, g'). Admettons un instant que ce nombre soit fonction C°° de A. Rappelons 
par ailleurs que, puisque t G {L)reg, l'opérateur t — 1 sur Al/Al' est inversible et a 
donc un déterminant det{t — 1)^^/^^, non nul. Posons 

L'eC{L) teWl^'{L)reg xeA^ {t)/{iAl^j,+iAi,) 

/ {jdc)L'{t,X + ii,g')(p{X + fj,)dii. 

Proposition, (i) Pour tout L' G C{L), la fonction X 1— > {jdc)L'{t,X, g') est C°°. 
(a) Soit e > et R> 1 un entier. On a une majoration 

\Mg')-Hg')\«a{g'f^''{g')\Y\-^ 

pour tout g' G G{F) et tout Y G V{e) n ^m^^^.f- 

Preuve. Fixons e et R. Oublions d'abord g', c'est-à-dire supposons g' — 1. Supposons 
aussi que la fonction ip est constante de valeur 1. Dans [A3] p. 69, Arthur étudie une 
expression qu'il note K'^{f). C'est une somme sur M G C{Mmin), o" G {Il2{M{F))} 
d'expressions qui sont des intégrales sur iA*^ p x G{F). Dans le cas où le T d'Arthur est 
notre Y et oii le couple (M, a) d'Arthur est égal à notre couple (L, r), cette expression est 
presque notre terme $y(1). Plus précisément, notre terme dépend d'éléments fixés e', e" 
et le terme d'Arthur est égal à la somme de nos termes $y(l) associés à un nombre fini 
de couples (e',e"). Dans [A3], proposition 11.3, p. 88, figure une expression J{f). C'est 
une somme sur les couples {M. a) comme ci-dessus d'expressions qui, pour le couple 
(M, cr) = {L,t), sont presqu'égales à notre terme $(1). Plus exactement, ce terme est la 
somme de termes $(1) associés aux mêmes couples (e', e") que ci-dessus. Arthur démontre 
en [A3] corollaire 10.4 que les fonctions A 1— > {jcd)L'{t, X, 1) sont C°°. Entre les pages 69 
et 88 de [A3], il démontre le résultat suivant. Il existe une fonction T ^ J^{f) qui vérifie 
les trois conditions 

(1) il existe un entier D > 1 et, pour tout ^ G (;^v4.M™i„,F)/v4.M™i„,F, un polynôme 
T ^ q^{T), de sorte que J^(/) = E^^^^Am • .)Mm ■ . exp{aT))q^{T) pour tout T G 

(2) J(/) = ço(0) ; 

(3) on a une majoration \K'^{f) — J^{f)\ << \T\ ^ pour tout T G T>{e) fl AM^i„,F- 
Cf. la preuve du lemme 11.1 de [A3]. En inspectant la preuve, on voit d'une part 

que la somme sur les couples {M, a) ne sert à rien dans ce passage : la preuve se fait 
terme par terme. D'autre part sommer sur un ensemble fini de couples ne sert à rien non 
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plus, la même preuve s'applique pour chaque couple. En revenant à nos notations, cette 
preuve montre donc qu'il existe une fonction Y i— > sur AMmin,F, de la forme 

(4) Yl exp{^{Y))qç{Y), 

telle que $(1) =po(0) et telle que l'on ait une majoration 

(5) |<î)y(i) - $^1 « 

pour tout F G 'D(e) n ^Af^.„,F. Montrons qu'en fait 
(6) pq est constant et = si ^ 7^ 0. 
Remarquons que, pour F G ^'(e), on a des majorations 

\Y\ « sup{a{Y);a G A} << \Y\. 

On peut donc remplacer sup{a{Y); a G A} par |y| dans l'énoncé de la proposition 6.6. 
Fixons Cl et C2 vérifiant cet énoncé modifié. Soit Y G ©(e) fl^M^j^.F- Notons Ny la partie 
entière de 2c2\Y\ + 1. Si \Y\ est assez grand, le couple {Ny,Y) vérifie les conditions de 
la proposition 6.6. Plus généralement, il en est de même du couple {Ny,Y') pour tout 
Y' G V{e) n Am^,^ tel que \Y - Y'\ < \Y\/2. Pour un tel Y', on a donc 

|$y,(l) - $y(l)| « - $jv,(l)| + |*iV,(l) - $y(1)| « Ny"" « 

En appliquant (5), on a aussi 

\<^y' _ $^-1 « \Y\-^. 

Si y I— > ne vérifie pas (6), c'est-à-dire n'est pas constante, on peut fixer Yq G AMmin,F 
tel que la fonction Y 1-^ $^+^0 — <|>^ soit non nulle. Cette fonction est encore de la forme 
(4). Pour Y assez grand, le point Y' = Y + Yq vérifie |y — y| < |l^|/2. La fonction 
est donc essentiellement majorée par Mais une fonction de la forme (4) ne peut 

vérifier cette majoration que si elle est nulle. Cela contredit le choix de Yq, d'oii (6). 

Grâce à (6), on a $(1) = et la majoration (5) est celle que l'on voulait prouver. 

Si (p n'est plus la fonction constante de valeur 1, on inspecte la preuve d'Arthur et 
on voit que l'on peut glisser la fonction tout le long de cette preuve. Le résultat est 
celui annoncé. Bien sûr, la constante qui se trouve implicitement dans la majoration 
de l'énoncé dépend de (p. Cela ne nous gêne pas pourvu que ip soit fixée mais, pour 
la suite du raisonnement, précisons tout-de-même cette dépendance. Pour tout entier 
A; > 0, fixons une base Xk de l'espace des opérateurs différentiels sur iA*L, à coefficients 
constants et de degré < k. Posons 

\p\k = sup{\{Xp){X);X G iA^F,X G Xk}- 

Dans la preuve d'Arthur, les approximations interviennent à deux endroits. D'abord 
dans l'utilisation du théorème 8.1. Cette approximation porte uniquement sur l'intégrale 
intérieure sur G{F). Quand on intègre ensuite sur iA^p, la constante implicite est sim- 
plement multipliée par \p\o. Il y a ensuite les approximations de la page 80 qui se réfèrent 
elles-mêmes à [A6], p. 1306,1307. D'après cette dernière référence, la constante implicite 
est de la forme 

sup{{^p)XZ)\Zf;Z eAL,F}: 
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où ^ est une certaine fonction C°° sur iA^^p indépendante de (p et (\l/99)"est la transformée 
de Fourier de ^(p. Comme on le sait bien, le terme ci-dessus est essentiellement borné 
par \(fi\R. Finalement, la majoration de l'énoncé se précise en 

(7) |<î>y(i)-$(i)| <c|¥P|«|rr« 

oia c est indépendant de (f. 

Passons au cas général où g' est quelconque. Fixons un sous-groupe ouvert compact 
Kq de K tel que e" soit invariant par Kq. On utilise le fait que la fonction g u{g, Y) 
est invariante à gauche par K (ce que n'était pas la fonction g ^ K^ig) des paragraphes 
précédents). Dans la définition de ^yid') donnée au début du paragraphe 6.6, on remplace 
la variable g par kg et on intègre sur k G Kq, en divisant le tout par mes(ii'o)- On obtient 
une expression analogue à ^yig'), où le terme TTx{g')e' est remplacé par 

mes{Ko)-' [ 7:x{kg')é . 
Jkq 

Fixons une base orthonormée Bq° de 1Cq\. On peut encore remplacer le terme ci-dessus 
par 

X] (eo,7rA(«/')e')eo- 

Alors ^Y{,g') est une somme de termes analogues où le triplet {g' , e', (/?) est remplacé par 
(l,eo,(^')> où 

^'(A) = v^(A)(eo,7r,((?')e'). 

Une décomposition analogue vaut pour le terme ^{g'). En utilisant la majoration (7), on 
voit que, pour obtenir la majoration de l'énoncé, il nous reste à prouver que l'on a une 
majoration 

\<p'\n « aigY^'^ig') 

pour toute fonction (p' comme ci-dessus. Il suffit de prouver une majoration analogue 
pour la fonction <f"{X) — {eo,7rx{g')e'). On a 

^"{X) = / (eo(A;),T(ZQ(%0)e'(^Q(%'))<^Q(^Q(A;^'))'/'exp(A(i/Q(Â;^')))c?^- 

JK 

Appliquer un opérateur différentiel X G Xji revient à glisser dans l'intégrale un terme 
P{HQ{kg')), où P est un polynôme de degré < R. On a une majoration 

\HQ{kg')\«a{kg') = a{g'). 

D'où les majorations 

\^"\ «a{gY [ \{e,{k),T{lQ{kg'))e\kQ{kg'))\5Q{lQ{kg')f''dk 

JK 

« a{gY [ ^\lQ{kg'))5Q{lQ{kg')Y/'dk 

J K 

« aig'f^^'ig') 
d'après [W2] lemme IL 1.6. C'est ce que l'on voulait démontrer. □ 
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6.8 Simplification de ^{g') 

Pour L' e C{L) et A e iAl, on définit les groupes W^\tx), (PF^')'(ta) et R^' {tx) : 
ce sont les analogues de W{tx), W'{tx) et R{tx) quand on remplace G par L'. Notons 
^o,eii l'ensemble des A G iAl ^^Is que R^' {tx) n W^'{L)reg 7^ 0- Cet ensemble est stable 
par translations par iJ^^ p + iA]^,. Soit A un élément de cet ensemble. On a décrit le 
groupe R^' (tx) en 4.1. Notons R^' {txY son groupe dual. La représentation Indj^,^Q{Tx) 
se décompose en somme de sous-représentations irréductibles Indj^,ç^Q(Tx,C) pour Ç G 
R^' {jx)"^ . On a conformément la décomposition en somme orthogonale 

^L'nQ,T = ®Ceiï^'(rA)v^L'nQ,n,c- 

Fixons 5" = L'U' G V^L') et, comme dans le paragraphe précédent, notons Q{S') = 
{L' n Q)U' G ■P(-^). L'opérateur Rq(^s')\q{'Tx) est une isométrie de /Cq,^ sur /C^^^,)^. 
D'autre part, ce dernier espace s'identifie à un espace de fonctions de K dans /C^Jpg^. 
La décomposition ci-dessus de cet espace induit une décomposition orthogonale 

(1) ^Q{S'),T = ®Çeiî^'(L)^Q(5'),TA,C- 

Notons projx,(; la projection de /Cq(5/) ^ sur /Cqi-^/) Remarquons que ces sous-espaces 
et ces projections ne dépendent que de l'orbite de A. Rappelons d'autre part que l'on 
note la dimension de Al'- 

Lemme. Pour tout g' G G{F), on a l'égalité 

L'eC{L) AeAè',e«/MÏ,F+^-^I/) CeR^'(rx)v 



Preuve. Fixons L' G vC(L), t G W^'{L)reg et A G ^^{t). Considérons le terme 
{jdc)L'{t, \, g'). On commence par remplacer, dans les définitions des (G, L')-familles 
Uç'i't, ^))q'&v{l') et {dQ'{t, A, g'))Q'ev{L'), les opérateurs d'entrelacement par des opérateurs 
normalisés. Cela multiphe ces familles par des (G, L')-familles à valeurs scalaires. Quitte 
à multiplier la (G, L')-famille {cq')q'ç-p[l') par ces familles, on retrouve une expression 
similaire à celle de départ (la famille qui remplace (cQ/)Q/g-p(i/) dépend de A). On peut 
donc considérer que l'on a 

jQ'{t,X,u)^ J2 (e,%Q')|Q(T-A)~^%Q')IQ('^A+^)^Q(*''^A)7rA(/)e). 



K 

eeB, 



/ 

o 



L'ensemble {Rq(^s')\q{^x){^)] ^ ê ^o^} est une base orthonormée de K^q(^s')t- Notons-la 



^o,Q(5')- Posons 



jQ'{t,\t')= Yl ^Q(Q')\Q(S')i^^) ^RQ{Q')\Q{S')irx+u)RQ(s'){i,^x)Ind'^{S')i^\J)e) 



K f 
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On a l'égalité 

jQ'{t,\j^)^ Yl (e'%Q')IQ('^^)~^%<3')IQ('^^+'^)^A(/)r(A,i/)e), 

Kf 

OÙ 

r(A, v) = i?Q(5')|Q(A + v)~^Rq(s')\q{\)- 

Le point est que cet opérateur ne dépend pas de Q' et que r(A, 0) est l'identité. Une 
propriété familière des (G, L')-familles entraîne que l'on a l'égalité 

(/)?'(t,A)=jg"(t,A) 

pour tout Q" G J-'{L'). D'après les formules de descente, on peut donc remplacer la 
famille {jq'it, \))q><z-p(l') par {j'q'it, Xj)Q'<z'P{L')- De la même façon, on peut remplacer la 
famille {dq^it, X, g'))Q>^p(^L') par {d'Q,{t, X, g'))Q>^-p^L'), où 

d'Q> {t, A, g', ly) = {Rq{Q')\q{S') (tx)'^ Rq{q')\q{s') {t \+i^)Rq{S') {t, r \)Rq(s')\q {^xW, 

RQ(S')\Q{Tx)IndQ{Tx, g')e'). 

Autrement dit, quitte à remplacer les éléments IndQ{Tx)e' et e" par RQ(^s')\Q{Tx)I'>T'dQ{Tx)e' 
et Rq(^s')\q{tx)^" , on peut remplacer le parabolique Q par Q{S'). Les considérations qui 
précèdent l'énoncé sont valables indépendamment de l'hypothèse R^' {t\) HW^' {L)reg 7^ 
0. On a la décomposition (1). On peut supposer que la base Bq^^, est réunion de bases des 
différents sous-espaces. L'opérateur RQ(^s'){t,Tx) agit par Ç{t) sur le sous-espace ^^(5/)^^ 
(où le caractère ( de R^' {t\) est étendu en un caractère de W^' {t\) trivial sur {W^')'{t\)). 
On en déduit une égalité 

Ceiï^'(rA)v 

avec une définition plus ou moins évidente de ce dernier terme. On a alors 

A) = Y. at)JÎ:'{Ind^L'nQ{rx, C), /) 

pour tout Q" — L"U" G ^{L'). Le signe (— ainsi que le Q" en exposant viennent 
de ce que c'est le parabolique Q{Q') qui intervient dans la définition de j'Q,{t,X,v), cf. 
[A3] p. 92. Supposons R^' {T\)nW^' {L)reg = 0, c'est-à-dire A ^ ^o,eii- Dans ce cas, toutes 
les représentations IndY/ç^qi^xX) sont induites et les termes ci-dessus sont nuls (lemme 
2.2(ii)). Grâce à la formule de descente, on obtient 
(2) (jcic)(t,A,5') = 0si A^Aè;,„. 

Supposons maintenant R^' {t\) fl W^'{L)reg 7^ 0, c'est-à-dire A G eii- Le lemme 
2.2(i) et la formule de descente entraîne l'égalité 

{jdc){t,X,g') = {f)%{t,X)d'Q,{t,X,g',0)cQiX,0) 

où Q' est un élément quelconque de V{L'). On a cq/(A, 0) = 1, 

d'Q'{t,X,g',0) = {RQ(s'){t,Tx)RQ{s')\Q{rx)e" , RQ^s')\Q{Tx)IndQ{Tx)e') 

111 



et 

U'fL'it, A) = Yl at)JL'{Ind^L'nQ{rx, C), /)■ 

Rappelons que l'hypothèse R^' (tx) HW^' {L)reg 7^ entraîne que {W^'y{rx) — {1}, donc 
R^'{tx) = W^'{tx). De plus, R^'{tx) n W^'(L)reg possède un unique élément. Puisque 
t appartient à cette intersection, cet unique élément est t. Soit x G R^ (r^), x ^ t. 
Considérons la représentation virtuelle 

J2 C{x)Ind'i,^Q{Tx). 

D'après [A5] proposition 2.1(b), c'est une somme, à coefficients dans Z, de représentations 
induites. D'après le lemme 2.2(ii), on a donc 

Y, a^)JWndï,^Q{rxX)J) = ^. 

Il en résulte que Ç,{^)Ji,i{Ind^,ç^Q{Tx-,C,)if) ^st indépendant de Ç,. On en déduit l'égalité 

{j' fuit A) = (-l)«-'|i?^'(r,)|CWJf,(/ndi;ç(rA,C),/) 

pour tout C G R^' {txY ■ D'autre part, on peut décomposer les éléments RQ(^s')\Q{Tx)IndQ{Tx)e' 
et Rq(s')\q{tx)^" selon la décomposition (1). Il en résulte l'égalité 

d'Q>{t,X,g',Q) = Y (it)iP'i^ojx,coRQ(s')\Q{rx)e'',projx,coRQ(s')\Q{rx)oInd^{rx,g')e'). 

Des deux égalités précédentes résulte la relation 
(3) si A e Aè;eH, 

ijdc)Lit,\,g') = i-ir-'\R'^'iTx)\ Y 

C€RL'{Txr 

{projx^C ° RQ{S')\Q{rx)e",projx,c o RQ(s')\Q{rx) ° Ind%{Tx, g')e')J^'{Ind^,^Q{Tx, C), /)• 

D'autre part, le signe er^{t) vaut 1 parce que {W^')'{tx) = {!}, cf. [A3] p. 95. Enfin, 
on a décrit t en 4.2 et on voit que \det{t — 1)al/a^,\~^ = 2"^'""^. Il suffit de reporter ces 
égalités et celles des relations (2) et (3) dans la définition de ^{g') pour obtenir l'égahté 
de l'énoncé. □ 



6.9 Evaluation d'une limite 
Lemme. On a l'égalité 

limN^^h,o,N,c{0,J)^[^A^o■^AlF]-' E ("1)"" E 

L'GC(L) AeAè;,„/(M^,^+M*,) 

\RL\rxWL'-a. J2 f JWndï,r.Q{rx+,,OJ)dii. 
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Remarque. Le nombre 'm{Indyç^Q{T\, C), p) a été défini en 6.1. 

Preuve. Considérons la définition de lL,o,N,c{dp, f) donnée avant le lemme 6.4. Il y 
intervient des objets ej, ej et (pj pour j = 1, ...,n. Dans les paragraphes précédents, on 
a introduit des fonctions ^^{g'), ^rio') et qui dépendaient de choix d'éléments e', 

e" et d'une fonction (p. On note ^N,j{g'), ^Y,j{g'), ^j{g') ces fonctions relatives à e' = Cj, 
e" — e-'ji ^ — (Pj- On a alors 

lL,o,N,c{OpJ) ^ y] / la<ciog{N){hu){p{h)e'j,ej)^{u)^N,j{hu)dudh. 

„ JH(F)U(F)r 



j=l,...,n 



Fixons un réel e tel que < e < 1 et considérons un entier R > que nous préciserons par 
la suite. Introduisons des constantes Ci, C2 qui vérifient les conditions de la proposition 6.6 
pour chaque couple de fonctions {^Nj{g'), ^Y,j{g'))- H y a une constante C3 > telle que, 
pour tout N, il existe Y e «4.M„i„,F tel que c^N < a{Y) < C2N pour tout a E A. Fixons 
un tel C3 et, pour tout N, un élément Yj^ vérifiant ces inégalités. Si est assez grand, YJv 
vérifie les hypothèses de la proposition 6.6 et celles de la proposition 6.7 (pour chacune 
de nos fonctions ^N,j{g') etc.). Ces propositions entraînent que l'on a une majoration 

pour tout j, tout N assez grand et tout g' G G{F) tel que la<ciog{N){g') = 1- On peut 
oublier le terme Ep{g') qui est borné. Posons 

Xn= I la<ciog{N){hu){p{h)e'j,ej)^{u)^j{hu)dudh. 

„ JH(F]U(F]r_ 



j=l,...,n 

Alors 



\lL,o,N,ci^P^ f) - « N-"^ [ l^^ciogiN){hu)E''{h)a{hu)'^dudh 

Jh{f)u{f)c 

« log{N)^N-^ / '^cr<Clog{N) {hu)du dh. 

Jh{f)u{fv 



'H{F)U{F)c 

On peut choisir C > tel que la condition a{hu) < Clog{N) entraîne a{h) < C'log{N) 
et (7{u) < C'log{N). L'expression ci-dessus est essentiellement majorée par 



log{N)^N ^ / la<C'log{N)dh / la<C'log{N)du. 
JH[F) JU{F) 

D'après 4.3(1) et sa preuve, il existe i?' > tel que chacune de ces intégrales soit 
essentiellement majorée par N^' . On obtient 

\h,o,N,c{OpJ)-Xi,\ « log{N)''N-''+''' . 

Le réel R' est indépendant de R. On choisit R = R' + 2 et on obtient que \Il,o,n,c{^pj f) ~ 
Xn\ tend vers quand tend vers l'infini. Cela nous ramène à calculer limN^oo^N- 

On utilise le lemme 6.8 qui calcule les fonctions On obtient une expression de Xn 
que l'on peut au moins formellement écrire 
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/ Xn{L\ a, 11, C)j2,{Ind^,^Q{Tx+i,, OJW: 

où 

Xn{L',\i1,(^)= V ipj{X + fJ,) ia<Clog{N)ipih)e'j,€j) 
j=l,...,n Jh{F)U{F), 

(projx,ç o RQ(^s')\Q(rx+u,)e'j,projx,c o RQ(s')\Q{rx+n) o IndQ(rx+i_,(hu))ej)^(u)dudh. 
Cette expression est essentiellement majorée indépendamment de N, X et /i par 



{h)E^{hu)dudh 

H{F)U{F), 

et on sait que cette intégrale est convergente d'après 4.3(4). Cela justifie le calcul formel 
que l'on a fait ci-dessus et nous permet en même temps de calculer la limite quand N 
tend vers l'infini. On obtient 

(1) limM-.ooXN^[iAl:iAlF]-' E (-1)""' E |i?^'(rA)|2'^-'-'^- 

Y. l , X{L\\iiX)Ju{Ind^unQ{rx+,X)J)dl^. 



ou 



j=l,...,n Jh[F)U[F), 

iprojx,c o RQ{S')\Qirx+n)e'j,projx,c o RQ{s')\Qi^\+n) ° Ind%{Tx-^^{hu))ej)l{u)dudh. 

Fixons L', A, /x et C- Posons tt' = Ind^l^girx), 7r'(C) = Ind^,^Q{Tx, C), ê^- = i?Q(5')|Q(T-A+M)ej-, 
= RQ^s')\Q{rx+iJ.)ej. On récrit 

(2) X(L',A,//,C)= Y VÀ^ + f')[ (Pihyj^ej) 

j=l,...,n Jh(F)U(F), 

{projxxë'j: Ind%{7r\C)^, hu)projx,cëj)^{u)du dh. 

On reconnaît 

X{L', A, /X, C) = XI ^^^^ + /^) An4(^'(c)M),P,c(4 ® Projx,cë'j, ej ® projx,cëj). 

j=l,...,n 

On a fixé c, mais on peut le supposer assez grand. Puisque L', X et ( ne parcourent 
que des ensembles finis, la preuve du lemme 3.5 nous permet de remplacer ci-dessus 
^indG{n'{0^),p,c par ^ind%{n'{0^),p- D'après le lemme 5.3(ii), Cj^aG{n'{0^),p est non nul si 
et seulement si m(7r'(C),p) = 1- Quand C parcourt R^' {tx)"^ , les représentations 7r'(C) 
parcourent les différentes composantes irréductibles de tt'. D'après le lemme 5.4, il y a 
un unique Q tel que m(Ti\Q,p) = 1. Notons (xp cet élément. On obtient 

i3)siCy^Cx,p,X{L',X,ii,C) = 0- 
Ce résultat entraîne 

X{L',X,fx,Cx,p)= Y X{L',X,i,,C). 

Ceiî^'(rA)v 
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Grâce à (2), cette dernière somme est égale à 

V (pj{X + fi) / {p{h)€'j,€j){ë'jJnd%{'K'^,hu)ëj)^{u)dudh. 

j=l,...,n JH{F)U{F), 

Puisque les opérateurs Rq(^s')\q{tx+ij.) sont unitaires, on a 

{è'j,Ind%{7r'^,hu)ëj) = {e'j, IndQ{Tx+^,hu)ej). 
De nouveau, on reconnaît 

X{L', A, Cx,p) = J2 "^i^^ + P)^Ind%{Ty,+^),pM ® 4' ^3 ® ^j)- 
j=l,...,n 

On a Ci^a^(r^+^),p,c = ^ind^(r^+^),p et on a justement choisi les données ipj, e'j,ej, e'j et Cj 
pour que l'expression ci-dessus soit égale à 1. Donc 

(4) X(L',A,/i,CA,p) = l. 

Grâce à (3) et (4), la formule (1) devient 

L'eC{L) A6Aè'.en/MÏ,i.+^-4*,) 



JL,{IndL,nQ{rx+nX\p)J)dl^: 

'■■^L'.F 



ce qui est l'égalité de l'énoncé. □ 



6.10 Preuve du théorème 6.1 

Les lemmes 6.4 et 6.9 prouvent que In{Op, f) a une limite quand N tend vers l'infini 
et ils calculent cette limite. En intervertissant les sommations sur L et L', on a 

(1) UmN^o.lN{9p,f)= Yl i-^r'''\W''\-'X{L'), 

oii 

\RL\rxWL'-a. J2 j J3{Ind^L>nQ{rx+^.,0J)dl^- 

Fixons L'. Dans la formule ci-dessus, on peut remplacer la somme sur O G {Il2{L)}f 
tel que m{0,p) = 1 par une somme sur O G {Il2{L)} tout entier. En effet, si C G 
{Il2{L)} vérifie m{0,p) = 0, la somme en ( est vide d'après les propositions 5.2 et 
5.7. Si O ^ {n2(L)}/, les fonctions J^,{Indj^,^Q{Tx+nX): f) sont nulles. Considérons 
l'ensemble Z des quadruplets z — (L, O, A, C) tels que L G C^'{Mmin), O G {n2(-L)}, 
^ ^ ^o,eii/i'^^L,F + i^L') et C e R^'i^xY ■ L'application 

i : z = (L, e>. A, C) ^ {{IndL>^Q{Tx, C))/.; e 
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est une surjection de Z sur {neZi(I/')}. Notons Zp le sous-ensemble des (L, O, A, Q tels 
que ■m{Indj^,f^Q{Tx, C), p) — 1- Alors Zp est l'image réciproque par l du sous-ensemble des 
O' e {neH(L')} tels que m{0', p) = 1. On a donc 

(2) X{L')^ Y. <^'^L ■^^'''K'/)^/^' 

Ce{n,H(L')};'»(C':P)=i "^'-^I'.f 

oii, pour tout C, on a fixé un élément tt' G C, et 

c{o') = 5] r^lM^ : a^,^]-^|it:^'(r,)|2«^'--. 

z=(L,C>,A,C)eZ;t(2)=C" 

Fixons O' . Notons Z' l'ensemble des quadruplets z' — (L, O, A, C) tels que L e >C^'(M^j„), 
O e {n2(L)}, A e Aè'ew/^-^L.F et C e R^'{rxY, qui vérifient l'égalité tt' = Ind^,^Q{Tx, ()■ 
Les projections de ^o,eii/^'^'L,F sur K.Q^^iJ{iA^j^p + ^^4^/) induisent une application de 
dans 2. Son image est prcciscmcnt l'ensemble des z E Z tels que l{z) = O'. Deux 
cléments de Z' ont même image par cette application si et seulement s'ils sont de la forme 
(L, O, A, C), {L, O, \ + ^-vec n G iA}^,. Pour que les deux éléments appartiennent 

h Z', il faut et il suffit que tt^ = tt', autrement dit p, G i^^/. La fibre de l'application 
au-dessus de l'image de nos deux éléments a donc le même nombre d'clcments qu'une 
orbite par translation par îAq, dans iA}^ p. Puisque p fl iA*j^i — iA"^, p, ce nombre 
d'éléments est constant, égal à [iAQi/iA'li^p]. On obtient 

c(O') = [iAl,/iAl^p]-' Y. I^^IMo ■■ aX^]-^|i?^'(rA)|2«^'--. 

z'={L,o,x,Oez' 

Fixons un élément z' — (L, C, A, C) G -2^'- Considérons un autre élément z = (L, Ô, A, () G 
Z'. Alors 

(3) Ind'^,^^{f~^: C) = tt' = /ndi;nQ(T,, C). 

Donc les induites Ind^,^Q{f^) et Indj^,^Q{Tx) ont une composante irréductible commune. 

D'après un résultat d'Harish-Chandra, il existe w G W^' tel que wLw~^ — L, wO — O 
et "{«(ta) = D'oià les égalités 

\W^\[tAl : U^^^]-^ = IPT^IM^ : tAlp]-\ 

\R^'(tx) \ = |i?^'(Tx)|, 2"^'-"^ = 2"^'-"î. 
Ces deux derniers nombres ne sont autres que r{n') et t{n')~^. D'oià 

c{0') = [lAl, : : îAlp]-'r{7T')t{Tr')-^\Z'\. 

Inversement, pour w G W^' , définissons L. O par les deux premières égalités précédentes 
et notons A{w) l'ensemble des A G iAg ^ tels que la troisième soit vérifiée. Pour A G A(w), 

les induites ci-dessus ont les mêmes composantes irréductibles et il existe un unique ( tel 
que (3) soit vérifié. L'ensemble Z' apparaît comme l'image d'une application d'ensemble 
de départ 

{(w,À);w G W^',Xe A(w)}. 
Tous les ensembles A{w) ont même nombre d'éléments, qui est égal à [iA^^ : iA'-^j^]. 
D'autre part, deux éléments (wi. Ai) et (w2, A2) ont même image dans Z' si et seulement 
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si Ài = A2, wiLwï^ — W2L'W2^, wiO — W2O et wi{t\) = W2{t\). Ces dernières conditions 
sont équivalentes à ce que l'élémentu» = J^wi conserve L et ait pour image dans (L) 
un élément de (t\). Puisque Ind'[,^Q{Tx) a une composante elliptique, ce dernier 
groupe n'est autre que R^' {jx). Autrement dit, les fibres de l'application précédente ont 
pour nombre d'éléments 

|W^^||iî^'(r;,)| = r{Ti')\W\ 

Donc 

\Z'\ = \W'''\\W'^\-'[iAl : iA\;\riTi')-\ 

puis 

c{0') = [lA^, : lAl^pr'lW'-'ltiTr'yK 
En reportant cette valeur dans (2) puis (1), on obtient l'égalité du théorème. □ 

7 Une formule intégrale calculant la multiplicité ; 
application 

7.1 Le théorème principal 

Soient (V, qv) et (W, qw) deux espaces quadratiques compatibles. On plonge le plus 
petit dans le plus grand comme en 4.2 et on utilise les notations de ce paragraphe. Soient 
TT e TempiG) et p G Temp{H). On a défini le nombre m(p, tt). Supposons dy > dw- On 
définit un autre nombre nigeomip,'^) comme en [Wl] 13.1, c'est-à-dire par l'égalité 

m,eom(p,7r) = V \W{H,T)\-' [ c^{t)c^{t)D''{t)A{tydt. 
Ter -f^^^) 

Les ingrédients de cette formule ont été définis en [Wl] 7.3. Le terme v{T) de [Wl] 13.1 
disparaît car nous utilisons ici la mesure sTir T définie en 1.2. On a mis un p dans la 
formule parce que c'est le terme qui intervient naturellement mais c'est inessentiel car 
(1) on a les égalités m(p, tt) = m(p, tt) = m(p, tt) = m(p, tt) et mg^omiPi^) = 

mgeomiP, Tt) = nigeomip, Vt) = TUgeomip, Tt). 

En effet, choisissons un élément 7 du groupe orthogonal de W tel que det{'y) — —1. On 
définit la représentation par p'^{h) — p{'yhj~^). Il est bien connu que p^ est équivalente 
à p. En particulier, si dyy est impair, on peut choisir pour 7 la multiplication par —1. Cet 
élément commute à et on obtient p = p- Les mêmes propriétés valent pour tt. Puisque 
l'un des deux nombres dy ou dw est impair, on voit qu'il suffit de prouver les deux 
premières égalités de chaque série. Soit 7 comme ci-dessus. On peut considérer 7 comme 
un élément du groupe orthogonal de V qui agit par l'identité sur l'orthogonal de W dans 
V. On a aussi tt ~ n'^ . On vérifie que i/om// ç(7r'', /)^) = Hom,H.^{'n'. p). d'oii la première 
égalité. L'ensemble T est un ensemble de représentants des classes de conjugaison par 
H{F) dans un ensemble de tores T. Ce dernier est stable par conjugaison par 7. Pour 
démontrer la seconde égalité, il suffit de prouver que, pour T e T et pour un élément 
t e T(F) en position générale, on a l'égalité Cp-i{t) = Cp{'~ft^'^) et une égalité similaire 
pour la représentation tt. Le terme Cp(t) est le coefficient associe à une certaine orbite, 
notons-la ici C* G Nil{i)t) dans le développement du caractère 9p au voisinage de t. La 
relation à prouver est immédiate, pourvu que l'image par la conjugaison par 7 de O* 
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soit égale à C'^*'"' \ On le vérifie sur la définition de ces orbites, cf. [Wl] 7.3. En fait, 
l'argument implicite est que ces orbites sont régulières et que toute orbite nilpotente 
régulière de l'algèbre de Lie d'un groupe spécial orthogonal est conservée par le groupe 
orthogonal tout entier. 

Si maintenant dw > dy, on pose mgeomip,'^) = ^geom{T^i p)- 

Théorème. Pour tout tt G Temp{G) et tout p G Temp{H), on a l'égalité m(p, tt) = 

La preuve sera donnée dans les paragraphes 7.7 à 7.9. 

7.2 Multiplicités géométriques pour les quasi- caractères et in- 
duction 

Soient {V, qy) et {W, qw) deux espaces quadratiques compatibles. Soient p G Temp{H) 
et 9 un quasi-caractère de G{F). Supposons d'abord dy > dw- On pose 

mgeom{p,d) = m,eom(^,p) = Y] \W{H,T)\-' [ c^{t)ce{t)D'' {t)A{ty dt, 

on cg a été défini en [Wl] 7.3. Supposons maintenant dy < dw- On inverse les rôles de 
et en posant V = W, W = et en introduisant les objets relatifs au couple 
{V, W), que l'on affecte d'un On pose 

mgeom{p,e) = mgeom{e,p) = V \W{G,T)\-' I c',{t)c'^{t)D''{t)A{ty''dt. 

Ter •^^(■^) 

Remarquons que, pour tt G Temp{G), on a nigeomip, tt) = mgeom{p, dn)- 

Soit A; > 1 un entier, posons G — GL^ et soit 9 un quasi-caractère sur G (F). Dans 
g(F), il y a une unique orbite nilpotente régulière, notons-la OoLk- pose 

TTlgeomiO) = Ce,^^^^ (1) • 

Soient {V,qy) et (H^, çvk) comme ci-dessus et L un Lévi de G. Ecrivons 

L = GLfej X ... X GLk, X G, 

où G est le groupe spécial orthogonal d'un sous-espace quadratique V de V. Soient 
p G Te'mp{H), 9 un quasi-caractère sur G{F) et, pour j = 1, s, 9j un quasi-caractère 
sur GLkj{F). Posons 9^ — 9i® ...®9s®9. Rappelons que les espaces quadratiques V et 
W sont compatibles. On peut donc poser 

^^geom^Pi9 ) ^T^geom{9\^ ■ ■■Tngg^omifi s)^^geom{^P^9^ . 

Remarque. La définition se généralise évidemment à tout quasi-caractère sur L{F) 
qui est combinaison linéaire de quasi-caractères comme ci-dessus. En fait, elle se généralise 
à tout quasi-caractère sur L{F), mais nous n'en aurons pas besoin. 

On définit le quasi-caractère induit 9 — Ind^{9^). 

Lemme. Sous ces hypothèses, on a l'égalité rugeomip-, 9) = mgeomip-, 9^). 
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Preuve. Traitons le cas où dy > dw, le cas opposé étant similaire et en fait plus 
simple. On suppose d'abord dw < dy. On peut alors supposer W <ZV . Considérons les 
formules qui définissent mgeom{p,0) et mgeom{p,(^)- En se reportant aux définitions de 
[Wl] 7.3, on voit que les ensembles T qui y interviennent sont les mêmes. Fixons T G T. 
Les fonctions Cp sont aussi les mêmes, ainsi que les fonctions et A. L'entier r qui 
intervient dans la première formule est changé en r — A; dans la seconde. Pour démontrer 
l'égalité cherchée, il suffit donc de prouver que, pour t G T{F) en position générale, on 
a l'égahté 

(1) C0{t)A{t)' = c^{t) n rUg^UOj). 

j=l,...,s 

Rappelons qu'à T est attaché une décomposition orthogonale W = W © W". L'espace 
W est de dimension paire et T est un sous-tore maximal de H' (F), où H' est le groupe 
spécial orthogonal de V. De plus, At = {1}, c'est-à-dire que T ne contient aucun sous- 
tore déployé non trivial. On note V" l'orthogonal de W dans V et G" son groupe spécial 
orthogonal. Soit t G T{F) tel que toutes ses valeurs propres dans V soient distinctes (donc 
aussi différentes de 1). On a alors Zcit) = T x G". Par définition, on a C0{t) = cepit) 
pour une certaine orbite nilpotente régulière O de 0t(-F). Utihsons le lemme 2.3 pour 
calculer ce terme. 

Montrons que l'ensemble X^{t) qui y intervient peut être supposé réduit à {t}, au- 
trement dit que tout élément de L{F) qui est conjugué à t par un élément de G{F) 
l'est par un élément de L{F). Soit g G G{F) tel que gtg^^ G L{F). Alors g^^Aig est 
inclus dans le commutant de t, c'est-à-dire dans T x G". Sa projection dans T ne peut 
être que triviale, donc g'^A^g C G" . L'intersection des noyaux des opérateurs a — 1 
de V, pour a G Al{F)^ est égale à V . L'inclusion précédente entraîne W C g^^V et 
gW C V . Mais on a aussi W d W <Z V . Les sous-espaces quadratiques W et gW 
étant isomorphes, le théorème de Witt entraîne que l'on peut choisir g G G {F) tel que 
W — ggW . Le groupe G étant inclus dans L, cela montre que, quitte à changer g par 
un élément de sa classe L{F)g, on peut supposer gW = W. Alors g induit des éléments 
g' et g" des groupes orthogonaux de W et W". Si g' G H' (F), on peut considérer g' 
comme un élément de G{F), qui appartient en fait à L{F). Alors gtg~^ = g'tg'^^ et cet 
élément est conjugué à t par un élément de L{F). Si det{g') = —1, on remarque que 
l'orthogonal de W dans V n'est pas nul. Fixons un élément e du groupe orthogonal de 
cet espace tel que det(e) = —1. Soit gi l'élément de G{F) qui agit par g' sur W, par 
e sur l'orthogonal ci-dessus et par l'identité sur l'orthogonal de V dans V. On a encore 
gi G L{F) et gtg~^ = gitgï^, ce qui démontre l'assertion. 

Pour l'unique élément t de X^(t), l'ensemble Tt/Gt{F) du lemme 2.3 est réduit à {1} 
puisque Pj = ZG{t){F) et Zcit) est connexe. Le groupe Ziit) est lui-aussi connexe et le 
lemme 2.3 se réduit donc à l'égalité 

(2) ce{t) = ce,o{t) = D^{t)-'/'D\ty/\.,o4t), 

011 est l'unique élément de Nil{V) tel que [O : — 1. Pour calculer les deux 
premiers facteurs, on peut passer à la clôture algébrique et supposer T inclus dans un 
tore maximal Aq de G. Le rapport D^{f)D^{t)^^ est la valeur absolue du produit des 
a{t) — 1 sur les racines a de Aq dans G qui ne sont pas dans L et qui sont telles que 
a{t) 7^ 1. Notons ti, ...,tn,t~^ , --^tl^ les valeurs propres de t dans W. La description 
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habituelle des racines montre que le produit ci-dessus est égal à 

( n {k-m-'-i)r- 

i=l,...,n 

En comparant avec la définition de la fonction A, on obtient 

(3) D^ity^^^D'^ity/^ = A{t)-\ 

Supposons dy impair ou dy = 2. Alors O est l'unique orbite nilpotente régulière. L'orbite 
est aussi l'unique orbite nilpotente régulière. Elle se décompose en la somme des 
uniques orbites nilpotentes régulières Ogl^. des Q{f..{F) et de l'unique orbite régulière O 
de q{F). On a l'égalité 

(4) ceL^oL{t)^c^ôit) W cb.^Ogl^X'^)- 

j=l,...,s 

Le terme Cg^lt) n'est autre que Cg(t) tandis que les termes cq.Ogl (1) ^® ^^^^ autres 
que mgeom{dj). Alors l'égalité (2) devient l'égalité (1) cherchée. Supposons dy pair et 
dy > 4. Alors O est l'orbite paramétrée en [Wl] 7.1 par vq, où a; i— uqX^ est le noyau 
anisotrope de l'orthogonal de W dans V . Quand on remplace V par V , ce pq ne change 
pas. On vérifie sur la définition des paramétrages que est somme des Ogl^. et, ou 

bien de l'orbite O paramétrée par si dy > 4, ou bien de l'unique orbite régulière O si 
dy < 2. On conclut comme précédemment. 

On suppose maintenant que dy < dw- On peut supposer V C W. La formule de 
définition de mgeom{p,(^) s'écrit encore 

où 

mT{p,e) = \W(H,T)\-' f Cp{t)ce(t)D''(t)A(tYdt. 

Jt{f) 

Dans celle qui définit rngeom{p,d), on se rappelle qu'il faut inverser les rôles de et G 
puisque dy < dw- D'où 

rrigeomip, ^) = ^ mT{p, 9), 

où 

rriTipJ) = \W{G,T)\-' f c-,{t)c^{t)D^ {t)A{tf dt. 

Jt{f) 

L'ensemble T est un ensemble de représentants de classes de conjugaison par H[F) 
dans un ensemble de tores T. De même, T est ensemble de représentants de classes de 
conjugaison par G (F) dans un ensemble de tores T. Montrons que 
(5) T est l'ensemble des TeT qui sont inclus dans G. 

Soit T un élément de l'un ou l'autre de ces ensembles. On a une décomposition 
orthogonale V = V'(B V" où dy, est paire et T est inclus dans le groupe spécial orthogonal 
G' de y. De plus Ax = {!}■ Notons W", resp. V", l'orthogonal de V' dans W, resp. 
V. Supposons dy pair. Alors T appartient au deuxième ensemble si et seulement si 
dan,w" — 1- Puisque dw est impair, T appartient au premier ensemble si et seulement si 
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dan,w" — 1- Ces conditions sont les mêmes. Supposons dy impair. Alors T appartient au 
deuxième ensemble si et seulement si dan,v" = 1. Il appartient au premier si et seulement 
si d^^ y,i = 1. Mais V" est la somme orthogonale de V" et de l'orthogonal de V dans V . 
Ce dernier espace est hyperbolique. Donc dan,v" — d^^ y,, et nos deux conditions sont 
encore équivalentes. 

Soit T eT. Montrons que 

(6) si T n'est pas conjugué à un élément de T par un élément de H (F) , on a mT{p, 9) — 

0. 

Notons W = W © W" la décomposition attachée à T et soit t G T{F) en position 
générale. Comme dans la première partie de la preuve, ce(t) se calcule grâce au lemme 2.3. 
Pour que ce terme soit non nul, il faut qu'il existe g G G{F) tel que gtg^^ G L{F). Comme 
plus haut, cette relation entraîne gW C V, donc gW C W. Notons VF/' l'orthogonal de 
gW dans W . Remarquons qu'il n'est pas nul puisque dy < dw- Les deux sous-espaces 
quadratiques gW et W de W sont isomorphes. Donc leurs orthogonaux et W" le 
sont aussi. Fixons un isomorphisme 7 de W" sur W!^. Notons h l'automorphisme de W qui 
agit par g sur W et par 7 sur W" . C'est un élément du groupe orthogonal de W . Quitte 
à multiplier 7 à gauche par un élément du groupe orthogonal de W" de déterminant 
— 1 (un tel élément existe puisque Wi n'est pas nul), on peut supposer h G H {F). La 
décomposition associée à hTh-^ est gW © W{' . Puisque gW est inclus dans V, hTh'^ 
appartient à T contrairement à l'hypothèse. Cette contradiction montre que la fonction 
Ce est nulle en un point général de T[F). D'oià la conclusion. 

Introduisons dans T une nouvelle relation d'équivalence : deux éléments sont if- 
équivalents si et seulement s'ils sont conjugués par un élément de H [F). Fixons un 
ensemble de représentants des classes de iJ-équivalence. On peut supposer T" C T. 
Les relations (5) et (6) montrent que, dans la formule exprimant mgeom{p,9), on peut 
remplacer la somme sur T e T par la somme sur T G T". Fixons T G T". Notons Tt 
l'ensemble des éléments de T qui sont iî-équivalents à T. Il suffit de prouver que l'on a 
l'égalité 

(7) mT{p,9) ^ ^ mf{p,è) mgeom{Oi). 

fetr j=h-,s 

On note V = V' ®V" la décomposition attachée à T,yV" l'orthogonal de V' dans W, G', 
G" et H" les groupes spéciaux orthogonaux de V, V" et W". Pour tout groupe spécial 
orthogonal, par exemple G, on note G^ le groupe orthogonal correspondant. On sépare 
trois cas. Le cas (I) est celui 011 V' = {0} ou V" ^ {0}. Le cas (II) est celui 011 V' ^ {0}, 
V" — {0} et il existe un élément 7' G NormQ+f^p^{T) de déterminant —1. Le cas (III) 

est celui oii V' 7^ {0}, V" — {0} et il n'existe pas de tel élément 7'. Dans les cas (II) 
et (III), on définit un élément 7 de la façon suivante. On fixe un élément 7' de G^{F) 
de déterminant —1. Dans le cas (II), on suppose que 7' appartient à NormQ+^p-^{T). On 
fixe un élément 7" de déterminant —1 de H"~^{F) et on note 7 l'élément de H[F) qui 
agit par 7' sur V et par 7" sur W" . Montrons que 

(8)(i) dans le cas (I), % est réduit à {T} et on s.\W{H,T)\ = \ W{G,T)\- 

(8)(ii) dans le cas (II), % est réduit à {T} et on a \W{H,T)\ = 2\W{G,T)\ ; 

(8)(iii) dans le cas (III), Tr est réduit à deux éléments et on peut supposer que 
Tt = {T,7T7-i}; on a \WiH,T)\ = \W{G,T)\ = \W{G,^T^-% 

Notons Wi l'orthogonal de V dans W, Hi son groupe spécial orthogonal et posons 
F = ((7+ X H^) n H. Décrivons l'ensemble des éléments de T qui sont if-équivalents à 
T. Ce sont les éléments de cet ensemble qui sont de la forme hTh"^ pour un /i G H (F). 
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La même preuve qu'en (6) montre que l'on peut supposer que h conserve V. Autrement 
dit h e r(F). Inversement, si h E r(F), hTh"^ appartient à notre ensemble de tores. 
L'application h i— > hTh~^ se descend donc en une bijection de 

V{F)/{T{F)nNarmHiF){T)) 

sur cet ensemble de tores. L'ensemble Tt est un ensemble de représentants des classes de 
conjugaison par G{F) dans l'ensemble précédent. Il est donc en bijection avec 

G{F)\V{F)/{V{F) n NarmHiF){T)). 

Si V' — {0}, T = {1} et les assertions de (8)(i) sont évidentes. Supposons V' ^ {0}. 
L'ensemble F a deux composantes connexes. Sa composante neutre est G x Hi, qui est 
inclus dans GNormij{T) car Hi est inclus dans NormH{T) (et même dans Zh{T)). L'en- 
semble ci-dessus a donc un élément si NormH{F){T) coupe les deux composantes de F, 
et deux éléments sinon. On a T{F)nNormH(F){T) = {NormQ+^p){T) x H^{F))nH{F). 
Donc NormH{F)iT) coupe les deux composantes de F si et seulement si NorrriQ+f^p^iT) 

coupe les deux composantes de G+. Si V" ^ {0}, cette propriété est vérifiée puisque 
G"^{F) C NormQ+(^p^(T). Elle l'est aussi dans le cas (II) par définition de l'élément 7' 
tandis qu'elle ne l'est pas dans le cas (III) par définition de ce cas. Remarquons que, 
dans ce cas (III), l'élément 7 que l'on a défini appartient à F (F) et pas à sa composante 
neutre. On en déduit les premières assertions de (8). 

Soit h e NormH{F)iT). Nécessairement, h conserve V' . Comme dans la preuve de 
(6), on montre qu'en le multipliant à droite par un élément de H" (F) (ce groupe est 
inclus dans Z}j(^f){T)), on peut supposer que h conserve V, donc appartient à F(F) n 
NormH{F)iT). Le quotient W{H,T) est donc égal à 

(F(F) n N(yrmHiF){T))l{V{F) n ^ff(F)(T)). 

Posons 

A = (Ff n NormH^F){T))/ ((F(F) n Zh^f){T)){T\F) n NormH[F){T))) . 
Il y a un homomorphisme surjectif de W{H, T) sur A, de noyau égal à 

{V\F) n NormHiF){T))/{V\F) n ^//(f)(T)). 

Mais Hi est contenu dans Zh{T), donc ce quotient n'est autre que N ormQ^p-^{T) / Z Qi^p^{T) , 
autrement dit W{G,T). On obtient que \W{H,T)\ est égal à \W{G,T)\\^\ . Si V" ^ {0}, 
Zh{f){T) coupe les deux composantes de F car G"^ centralise T. Donc le groupe A n'a 
qu'un élément. Dans le cas (II), NormH(F){T) coupe les deux composantes de F tandis 
que Zh{T) — T x H" est inclus dans la composante neutre. Alors A a deux éléments. 
Dans le cas (III), NormH{F){T) est inclus dans la composante neutre de F et A n'a qu'un 
élément. D'oii les dernières assertions de (8). 

Soit t e T{F) dont toutes les valeurs propres dans V soient distinctes. Comme dans 
la première partie de la preuve, on a C0{t) — cep{t) pour une certaine orbite nilpotente 
régulière O de Qt{F)- On calcule ce terme en utilisant le lemme 2.3. Montrons que 

(9) on peut choisir pour ensemble X^{t) l'ensemble {t} dans le cas (I) et l'ensemble 
{t, 7t7^^} dans les cas (II) et (III). 

C'est clair si T = {!}. Supposons t ^ {!}, ce qui équivaut kV' ^ {0}. Soit g G G{F) 
tel que gtg^^ G L{F). Comme dans la première partie de la preuve, cela entraîne gV' C V. 
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Quitte à multiplier g à droite par un élément de G {F), on peut supposer que g conserve 
V'. Notons g' la restriction de g h V' . Si V" ^ {0}, soit g" un élément de tel que 

det{g')det{g") = 1. Soit gi l'élément de G{F) qui agit par g' sur V', par g" sur V" et par 
l'identité sur l'orthogonal de V dans V. Alors gtg~^ = gitgï^ et gi appartient à L{F). 
D'où le résultat. Supposons maintenant V" = {0}. Si g' G G'{F), la même construction 
s'applique et gtg^^ est conjugué à t par un élément de L{F). Si det{g') = —1, on construit 
de même un élément gi G L{F) qui agit sur V' par ^'g'~^- Alors gigtg~^gï^ — 7^7"^ ■ On 
peut donc supposer que ^^^(0 est inclus dans {t, 7^7"^}. D'autre part, les deux éléments 
de cet ensemble ne sont pas conjugués par un élément de L{F). Sinon, il existerait 
g G G{F) = G'{F) tel que gtg~^ = j'tj'~^ et g~^j' serait un élément de G'~^{F) de 
déterminant —1 et commutant à T. Un tel élément n'existe pas, d'oii l'assertion et (9). 

Achevons la preuve en supposant que l'on est dans le cas (II) et en laissant les 
autres cas au lecteur. L'ensemble Tt/Gt{F) du lemme 2.3 est réduit à {1} et l'ensemble 
r^t^-i/G'j(F) est réduit à la classe de 7. Les groupes ^l(^) et ^^(7^7"^) sont connexes. 
De plus 70 = O. Le lemme 2.3 entraîne 

ce{t) = ce,o{t) = D''{t)-'l\D\tY'\e^^o^{t)-rD\^tr'Y'^ceL^o'^{^tr')\ 
où est l'unique orbite nilpotente de = l^t-y-^F) telle que [O : = 1. D'où 

rriTip^e) = \W{H,T)\-\ I c^{t)ce.,o-it)D''it)-'/'D\ty/'D"{t)A{tYdt 

Jt{f) 

Jt{f) 

Dans la seconde intégrale, on effectue le changement de variables t 1-^ 7~^^7- H laisse 
invariantes les fonctions Cp, D'^ , et A. La seconde intégrale est donc égale à la 
première. Grâce à (8)(ii), on obtient 

(10) rriTip^e) = \W{G,T)\-' [ c-,{t)ceL^o^{t)D''{t)-''^D\tf/^D''{t)A{tydt. 

Jt{f) 

Soit t comme précédemment. On a encore l'égalité (4) et cq.Ogl (1) ~ i^geomidj) pour 

tout j. On vérifie que O est précisément l'orbite qui sert à définir Cg(t). Traitons seule- 
ment le cas le plus subtil où dy est pair et dy > 4. D'après [Wl] 7.3, O est l'orbite 
paramétrée par uq, où la forme x h- > uox'^ est le noyau anisotrope de l'orthogonal de 
W dans V. L'orbite servant à définir CQ{t) est paramétrée par — z>o, où x 1— > î>ox^ est le 
noyau anisotrope de l'orthogonal de V dans W. L'orbite O est, comme O, paramétrée 
par z/q. Or z/q = — i>o (dans F^ /F^'^) car l'orthogonal de V dans V est hyperbolique. 
D'où l'assertion. On obtient 

j=l,...,s 

Un calcul analogue montre que Cp{t) — Cp{t). On a encore l'égalité (3). Comme dans la 
preuve de cette égalité, on vérifie que 

D^{t) = D^'{t)A{tYv-'^v' 

et 
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D'où 

D^{t)-'/''D''{ty/''D''{t)A{tY = D^{t)A{ty, 

où a — r — k + dw — dy. Par définition, dy — dw — 2r + 1, dw — dy — 2f -\- 1 et 
dv — dy = 2k. Alors a — f. Mais alors, le membre de droite de l'égalité (10) n'est autre 
que rriTip, 0) 11^=1 s''^9eom{dj)- Grâce à (8)(ii), on obtient l'égalité (5), ce qui achève la 
démonstration. □ 



7.3 Fonctions cuspidales sur les groupes spéciaux orthogonaux 

Soit {V, qv) un espace quadratique. Rappelons qu'en 2.5, on a associé un quasi- 
caractère 10 f k toute fonction cuspidale / G C^{G{F)). 

Lemme. Soit f G C^{G{F)) une fonction cuspidale. On a Fégalité 

T6ne«(G) 

Preuve. Soit / e C^{G{F)) une fonction cuspidale. Reprenons la formule 2.5(1). Elle 
se simplifie puisque Aq — {1} et devient 

Décrivons l'ensemble Teii{G) et les constantes c(7r). Considérons l'ensemble des couples 
(L,r) tels que L e C{Mmin), t est une représentation admissible irréductible de L{F) de 
la série discrète et R{t) nW {L)reg ^- On définit de façon évidente la notion de conju- 
gaison de tels couples et on fixe un ensemble de représentants Teii{G) des classes de conju- 
gaison. Soit {L,t) g T^ii{G). Comme on l'a dit en 4.1, l'ensemble R{t) H W{L)reg a un 
unique élément. Notons t cet élément. Pour tout C, G R{tY , on définit la représentation 
elliptique t:{() = IndqirX) de G{F), où Q est un élément fixé de V{L). On définit la 
représentation virtuelle 

(1) ^= E c(^MC)- 

C€iï(r)v 

Alors Tgii{G) est l'ensemble des ces représentations virtuelles quand (L, r) décrit Teii{G). 
Le nombre c(7r) associé à la représentation tt ci-dessus est \R{T)\~^\det{t — '^)\Al\''^- 
Rappelons que les représentations tempérées elliptiques de G{F) sont exactement les 
représentations 7r(C) introduites ci-dessus quand (L, r) décrit Teii{G) et que l'on a t{t[{C)) = 
r{TT{(J) = |-R(t)| et t{7i{()) = t{TT{(J) = \det{t— 1)al\ - Pour prouver l'égalité de l'énoncé, 
on peut donc fixer (L, r) G Tf.ii{G) et prouver l'égalité 

(2) E W/)^.(C) = I^W|-%(/)^., 

Ceiî(T)v 

où vr est définie par (1). Soit r G -R(t), r ^ t. D'après [A5] proposition 2.1(b), la 
représentation virtuelle 

E C(r)7r(C)- 

CGiî(r)v 
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est une somme de représentations proprement induites. Puisque / est cuspidale, le ca- 
ractère de cette représentation annule /. Cela étant vrai pour tout r 7^ on en déduit que 
C(t)^7r(c)"(/) 6st indépendant de (. Ce nombre est donc égal à \R{T)\~^9.j^{f). Le membre 
de gauche de la relation (2) est donc égal à 

Ceiï(r)v 

et ceci n'est autre que le membre de droite de (2). Cela démontre (2) et le lemme. □ 

7.4 Pseudo-coefficients 

Soit {V, qv) un espace quadratique. Soient L G C{Mmin) et r une représentation ad- 
missible irréductible de la série discrète de L{F). Supposons R{T)nW{L)reg 7^ 0, notons 
t l'unique élément de cet ensemble . Pour tout C, G RijY , on introduit la représentation 
elliptique 7r(C) de G{F) comme dans la preuve précédente. 

Lemme. Il existe une fonction cuspidale f G C^{G{F)) telle que 
(ii) e^i^çyif) = mti^iCÏ) pour tout c e Riry; 

(m) Ocr{f ) = pour tout a G TempiG) qui n'est pas l'une des représentations 7t{(). 

Preuve. On définit Teii{G) et la représentation virtuelle tt comme dans la preuve 
précédente. D'après [A5], p. 94, il existe une fonction cuspidale / G C^{G{F)) telle que 
0^{f) = \R{T)\\det{t - et ^^/(/) = pour tout n' G Teii{G), n' 7^ tt. Fixons 

une telle fonction. Le théorème 5.1 de [A5] affirme précisément que l'égalité du (i) de 
l'énoncé est vérifiée ( le terme d{T)~^ d'Arthur est égal à \det{t — 1)1^4^!"^ et il y a encore 
un \R{t)\~^ caché dans la définition de la mesure dr, cf. [A5] p. 96). Comme dans la 
preuve précédente, on montre que, pour ( G -R(t)^, on a 

D'où (ii) puisque t{7i{(y) = \det{t — 1)\Al\- Soit a G TempiG) qui n'est pas l'une des 
représentations 7r(C). H existe alors (L', r') G Teii{G) et (' G R{r') de sorte que a — 7r'(C'), 
avec une notation évidente. Comme ci-dessus, et avec des notations analogues, on a 

9, = \RiT')\-'Cimif), 

où tt' est un élément de Teii{G) différent de tt. Donc Oà{f) = et le (iii). □ 

7.5 Une conséquence du théorème 

Soient (V, gy) et {W, qw) deux espaces quadratiques compatibles. Soient p G Temp{H) 
et / G G^{G{F)) une fonction cuspidale. Posons 

rrispecipj)^ Y t(7^y^0M- 

7r6neH(G);m(p,7r)=l 
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Corollaire. On suppose vériûé le théorème 7.1 pour nos deux espaces quadratiques. 
Alors, pour toute fonction cuspidale f G C^{G{F)) et toute représentation p e Temp{H), 
on a l'égalité rugeomip, lOf) = ruspecip, /)• 

Preuve. Supposons dy > dw, la preuve étant symétrique dans le cas opposé. En 
changeant tt en tt dans la définition de nispecip, f) et en utilisant 7.1(1), on a 

Grâce au théorème, c'est aussi 

rrispecipj)^ XI '>TT'9eom{p,'^)t{TTy^9i,{f) 

7rene(((G) 

= J2 \WiH,T)\-' [ c,{t)Icf{t)D"{t)A{tydt, 
Ter •^'^(^) 

Oll 

TreUeiKC) 

Il suffit de démontrer que, pour tout T e T et presque tout t G T{F), on a l'égahté 
Ci6f{i) = l'^fif)- Ces deux fonctions se déduisent par la définition de [Wl] 7.3 du quasi- 
caractère 10 f pour la première, du quasi-caractère 

7renen(G) 

pour la seconde. Ces deux quasi-caractères sont égaux d'après le lemme 7.3. □ 



7.6 Le cas du groupe linéaire 

Soit A; > 1 un entier et C = GLk- Soit / G C^{G{F)) une fonction cuspidale. Posons 

oe{nM{G)} 

où, comme toujours, on a fixé un point-base tt dans chaque orbite. 

Lemme. Pour toute fonction cuspidale f G C^{G{F)), on a Végalité rUgeomiK^f) = 

^spec{,f^ ■ 

Preuve. On utihse encore la formule 2.5(1). Pour le groupe GL^, les i?-groupes sont 
triviaux et les coefficients c{0) sont égaux à [iAo : ïAq^p]^^. On obtient 

CG{neii(G)} 
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D'où 

06{n,„(G)} 

D'après un résultat de Rodier ([R] théorème p. 161 et remarque 2, p. 162), pour toute 
représentation admissible irréductible tt de G{F), on a cg^^OcL^. = 1 si tt admet un 
modèle de Whittaker, sinon. Or les représentations tempérées elliptiques de GLk{F), 
qui ne sont autres que les représentations de la série discrète, possèdent toutes un modèle 
de Whittaker. Les termes cg^,OaL^. intervenant dans le membre de droite de l'égalité ci- 
dessus sont tous égaux à 1. On peut changer la somme sur tt en une somme sur tt et ce 
membre de droite devient mspedf)- O 

7.7 Début de la preuve ; le cas où tt est induite 

On démontre le théorème par récurrence sur sup{dv, dw)- On suppose désormais fixés 
deux espaces quadratiques compatibles (V, çy) et {W,qw), avec dy > dw et on suppose le 
théorème vérifié pour tout couple d'espaces quadratiques {V, qv'), {W, qw') compatibles 
et tels que sup{dv',dw') < dy- Le cas oià V est de dimension 2 et qy est hyperbolique 
est immédiat. On exclut ce cas. 

Pour p G Temp{H), on prolonge par linéarité les applications tt h- > m(p, tt) et tt h- > 
mgeomip, tt) à l'espace des combinaisons linéaires finies à coefficients complexes d'éléments 
de Temp{G). 

Lemme. Soient n une représentation tempérée de G{F) et p E Temp{H). Supposons n 
proprement induite. Alors on a l'égalité m{p, tt) = mg^om^Pi tî")- 

Preuve. On peut trouver 

-un Lévi L — GL^ x G àe G, où k > 1 et G est le groupe spécial orthogonal d'un 
sous-espace V àeV ; 

- un clément Q G 'P{L) ; 

- des représentations admissibles irréductibles et tempérées p de GLk{F) et tt de 
G{F), 

de sorte que tt = IndQ{p (g) tt). Si m{p, tt) = 0, on a m(p, tt') = pour toute composante 
irréductible tt' de tt d'après les propositions 5.3 et 5.8. Donc m(p, tt) = 0. Si m(p, tt) = 1, 
les mêmes propositions 5.3 et 5.8 et le lemme 5.5 montrent qu'il existe une unique 
composante irréductible tt' de n telle que m(p, tt') = 1. Donc m(p, tt) = 1. Dans les deux 
cas, m(p, tt) = m(p, tt). D'autre part, d'après le lemme 7.2 et les définitions, on a l'égalité 

(p,7r) = mgeomip,TT)m 

geom 

D'après le même résultat de Rodier que l'on a utilisé en 7.6, on a mgeomidu) — 1 puisque 
p est tempérée et irréductible. D'après l'hypothèse de récurrence, on a l'égalité m{p, tt) — 
?7T.geom(p, 7^)- La conclusiou s'ensuit. □ 

7.8 Comparaison de deux limites 

On conserve la situation du paragraphe précédent et on reprend les notations du 
paragraphe 7.5. 
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Proposition. Pour toute fonction cuspidale f G C^{G{F)) et toute représentation 
p e Temp{H), on a l'égalité nigeomip, lOf) = ruspecip, /)■ 

Preuve. Les deux membres ne dépendent de / qu'à équivalence près. D'après le lemme 
2.7, on peut supposer / très cuspidale. Le théorème 6.1, appliqué à p, calcule la li- 
mite quand tend vers l'infini de In{Opi /)• On a noté cette limite Isped^p, /)• Mais le 
théorème 7.8 de [Wl], appliqué k 9 = 9p, calcule la même limite. On l'a noté I{9p,f). 
Avec les définitions de 7.2, c'est simplement nigeomip, 9f). On a donc 

Remarque. Dans [Wl], on avait utilisé d'autres mesures. On utilise ici celles que 
l'on a définies en 1.2. Le quasi-caractère 9f est normalisé comme en 2.6. 
Reprenons la définition de 6.1. On a 

ispeci9p,f) = J2 iw^Wr'i-irispecAOpj), 

LeC{Mmin) 

OÙ 

IspecA^, f)= Y. "^'^o ■■ ^AlF]-'t{^)-' f ^ Jl{^x, f)dX. 

Oe{UM{L)}ym(0,p)=l "''-^I.F 

D'après la définition de 7.5, on a Ispec,G{Op, f) = mspec{p,f). Soit L G £(M„j„), L ^ G. 
Introduisons la fonction = 0L(/)liîi=o- Alors 

IspecA^p, /) - Yl ^'^o ■■ ^AlA-'t{7^)-'9ML). 

Oe{n,(((L)};m(0,p)=l 

Ecrivons 

L — GLk^ X ... X GLk^ X G. 

La fonction est cuspidale d'après le lemme 2.6(i) et l'espace des fonctions cuspidales 
sur L{F) est le produit tensoriel des espaces des fonctions cuspidales sur chacun des 
facteurs de L{F). Sur l'espace des fonctions cuspidales sur G{F), on a défini en 7.5 une 
forme linéaire /' h- >• mspedp, f')- Sur l'espace des fonctions cuspidales sur un facteur 
GLhj{F), on a défini en 7.6 une forme linéaire /' i— > ruspecif')- Notons /' i— > nispecip, /') 
le produit tensoriel des ces formes linéaires. Montrons que 

(1) Ispec,L{^p, f) = rUspecip, Îl)- 

On a 

{TIm{L)} = {liMiGLu,)} X ... X {neiKGLfeJ} x IiM{G). 
Pour O = Oi X ... X X TT e {TIm{L)}, on a 

t{7r) — t{Tr) et m{0,p) — m(7f,p). 

Si /l est produit tensoriel de fonctions sur chaque facteur, l'égalité (1) est donc quasiment 
tautologique et le cas général s'en déduit par linéarité. 
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On définit nigeomip, K^/l) comme en 7.2. Ce terme est égal à ruspecip, Jl) '■ il suffit 
d'appliquer le lemme 7.6 à chaque facteur GL et le lemme 7.5 aux espaces V et W. C'est 
loisible d'après l'hypothèse de récurrence. A ce point, nous avons démontré l'égalité 

(1) mspecipj) = mgeom{P:Ôf) " | 1 1 (- l)"^m3eom(p, /^/J • 

LeC{Mminy,L^G 

Grâce au lemme 2.6(ii), on a l'égalité 

mgeom{p,0f) = Y. iW'Wl-^-ir^mgeomipJndfiief,)). 

LeC{Mmin) 

Le terme indexé par L = G n'est autre que nigeomip, l^(^f)- Pour L 7^ G, le terme 
iTT-geomip, Ind1{I9f^)) cst égal d'après le lemme 7.2 au terme rugeomip, hf^) qui inter- 
vient dans (1). A cause du signe négatif présent dans (1), ces termes disparaissent et (1) 
devient l'égalité de l'énoncé. □ 



7.9 Fin de la preuve 

On veut prouver que m(p, tt) = rrigeomip, ^r) pour tout p G Temp{H) et tout n G 
TempiG). Fixons p. On peut aussi bien démontrer l'égalité précédente pour tt parcou- 
rant un ensemble de représentations virtuelles tel que tout élément de TempiG) soit 
combinaison hnéaire d'éléments de cet ensemble. La réunion de Teii{G) et de l'ensemble 
des représentations tempérées qui sont des induites propres convient. Le cas d'une telle 
induite est réglé par le lemme 7.7. Reste le cas d'un élément tt de Teii{G) pour lequel on 
reprend les notations de 7.4. Soit / vérifiant les conditions du lemme de ce paragraphe. 
D'après le (i) de ce lemme, on a 

{p,IOf) = mgeom{p,7^)- 

D'après les (ii) et (iii) du lemme, on a aussi 

mspec{p,f)= tiAOT^^ACïif) 

CeR(T)V;m(p,7r(C))=l 

= Y MP^^iO)C{t)^rn{p,n). 
Ceiî(T)v 

Alors l'égalité voulue résulte du lemme 7.8 □ 



7.10 Conséquence pour la conjecture locale de Gross-Prasad 

Soient (V^, çy- et (Wi, qwi) deux espaces quadratiques compatibles tels que dy. > dwi- 
On note Gi et Hi leurs groupes spéciaux orthogonaux et on suppose ces groupes quasi- 
déployés sur F. A équivalence près, il existe au plus un espace quadratique {V',qv') tel 
que dv' = (iy. et que les discriminants de çy/ et çy. soient égaux mais leurs indices de 
Witt soient distincts. Si cet espace existe (ce qui est toujours le cas si dy. > 3) on le note 
(Va, qva)- introduit de même un éventuel espace quadratique {Wa, qwa)- On note Ga et 
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Ha leurs groupes spéciaux orthogonaux. Le groupe Ga, resp. Ha, est une forme intérieure 
de Gi, resp. Hi. Les espaces quadratiques (14, çy^) et {Wa,qwa) sont compatibles. 

Nous admettons que les ensembles de représentations Temp{Gi), Temp{Ga), Temp{Hi) 
et Temp(Ha) se décomposent en unions disjointes de L-paquets de sorte que les propriétés 
(1), (2) et (3) de [Wl] 13.2 soient vérifiées. Soient flj un L-paquet dans TempiGi) et Ej 
un L-paquet dans Temp{Hi). Si l'espace (K,Çya) existe, il peut correspondre à rij un 
L-paquet de Temp{Ga)- On le note lia. Dans les autres cas, c'est-à-dire ou bien l'espace 
{Va,qva) existe et aucun L-paquet de Temp{Ga) ne correspond à Ilj, ou bien l'espace 
{Vai QVa) n'existe pas, on pose Ua — 0. On définit de façon similaire Sa. 

Théorème. Il existe un unique couple (p, tt) G (Ej x Ui) U (Ea x lia) tel que m{p, tt) = 1. 



La preuve est la même que celle du théorème 13.3 de [Wl]. Dans cette référence, 
l'hypothèse de cuspidalité des éléments de Ilj U Ha ne servait qu'à utiliser l'égalité 
m(p, tt) = nigeomip^T^) q^i n'était alors démontrée que pour tt cuspidale. Maintenant 
que l'on dispose de cette égalité pour toutes les représentations p, tt tempérées, cette 
hypothèse ne sert plus et on obtient le résultat pour tous les paquets tempérés. □ 
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